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1. Möbius, zum barycentrischen Caleul. | 


l. 


Uber die Zusammensetzung gerader Linien und eine 
daraus entspringende neue Begründungsweise 
des barycentrischen Galeuls. 


(Von Herrn Professor A. F. Mobius zu Leipzig. ) 





1. Di. einziven Sätze der Geomelrie. die ich hierbei als erwiesen 
voraussetze,. sind die zwei: .„„dafs zwei Gerade, deren jede mil einer dritten 
parallel ist. auch mit einander parallel sind.” und ..dafs Parallelen zwischen 
Parallelen einander gleich sind.” 

Im Folgenden soll durch Setzung des Gleichheitzeichens zwischen die 
Ausdrücke zweier geraden Linien, z. B. durch AB= CD, stets angezeigt 
werden. dafs die zwei Linien nicht blofs von gleicher Länge sind. sondern 
auch einerlei Richtung haben, so dafs, wenn die eine Linie ED parallel mit 
sich fortgeführt wird, bis C mit A zusammenfällt. dann auch D mit B coin- 
eidirt. Mit dieser Bezeichnungsart lassen sich jene zwei Sätze kurz also 
ausdrücken : 

I. It AB=CD und CÜD=KEF, so ist auch AB—= EF. 
ll. It AB—=(CD, so ist auch AC—=BD. 

Hieraus läfst sich sogleich weiter schliefsen: 

II. Isı 1) AB—=AB und 2) BÜ=B’C', so ist auch AU—= ACC. 

Denn nach I. folgt aus 1): A4’= BB, und au 2): BB’— CC; 
folglich nach I: 44'’= CC; folglich nach I.: AU= 4'C. 

IV. It 15, 4B=4AB'‘, 2) BCE=B'ÜC, 3) CED=-C'D‘, 4) DE—-D'E', 
etc., so ist auch AD= 4'D‘', AE= 4'E‘, etc. Denn aus 1) und 2) folgt 
nach II.: AC= 4°C’; hieraus und aus 3) eben so: AD—= 4'D'; etc. 


2. Sind AB, CD, EF' mehrere, ihrer Gröfse und Richtung nach ge- 
gebene gerade Linien, und setzt man, von einem beliebigen Puncte P aus- 
gehend, diese Linien parallel mit ihren Richtungen aneinander, macht also 
PO— AB, OQR=CD, RS— EF und bildet somit die gebrochene Linie 
PORS, so soll diese Operation die Zusummenselzung oder die geome- 
trische Addition der gegebenen Linien heifsen; zum Unterschiede von der 
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arıthmetischen, als wobei blofs die Gröfse der Linien, nicht auch ihre Rich- 
tung in Betracht kommt. Die gerade Linie vom Anfangspuncte P bis zum 
Endpuncte 5 der gebrochenen Linie PORS nenne man die geometrische 
Numine der Linien AB, .... und drücke dieses hier aus durch 
AB-CD--EF — PS. 
Fällt der Endpunct S mit dem Anfangspuncte P zusammen, so ist die 
seometrische Summe Null, und man schreibe alsdann 
AB--CD--EF = 0. 
Wenn AB, CD und EF dieselbe Summe wie @H und IK haben, 
so schreibe man, um dieses auszudrücken: 
AB--CD--EF — GH --IK. 
Übrigens ist von selbst klar, dafs, wie auch die Puncte 4, B,C,D,.... 
im Raume liegen mögen, stets sein wird: 
AB--B4 = 0, AB-+BÜC = AC, 
AB-- BC- CA = 0, AB-BC- CD — AD, u. s. w. 


3. Wenn man, um AB, .... zusammenzuselzen, slalt P irgend einen 
andern Punct P’ zum Ausgangspuncte wählt und hiernach PO — 48, 


V’R'—CD, RS’ —- EF macht. so ist nach I.: PO = P'0', OR=OR), 
RS — RS’, und daher nach IV.: PS = P‘S‘; d.h. die geometrische Summe 
bleibt dieselbe, welches auch der Punet sei. von welchem man bei der Addi- 
tion ausgeht. 

Die geometrische Summe mehrerer Linien ist aber nicht blofs von dem 
Orte des Ausgangspunctes, sondern auch von der Ordnung, in welcher man sie 
zusammensetzt. unabhängig. Denn macht man, um AB und CD zu addiren, das 
einemal. mit AB anfaneend. PO = AB, OR = ÜD, und das andremal, mit CD 
anfaneend. PO'’— CD, O'R’— AB, so ist hiernach 1) PQ = OR’ und 
2) PO'—- OR; folglich wegen 1): P@'= QR', und = OR wegen 2); also 
R’ mit R identisch. so dafs sich das eine- wie das andremal PR als Summe 
ergiebt. Eben so können überhaupt bei mehrern zu addirenden Linien irgend 
zwei nächslfoleende mit einander vertauscht werden; und da man von irgend 
einer Aufeinanderfolge mehrerer Elemente durch fortgesetztes Verlauschen je 
zweier nächstfolgenden zu jeder andern Folge der Elemente gelangen kann, 
so wird auch bei mehrern geometrisch zu addirenden Linien, ganz wie bei 
der arithmelischen Addition. die Ordnung. in welcher man sie nach und nach 


verbindet. jede beliebige sein können. 
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4. Sind die Linien AB, CD, EF\, GH, IK ihrer Gröfse und Rich- 
tung nach gegeben, und macht man, von P ausgehend, PO — AB, OR=- CD, 
RS—EF, ST—-GH, TU—IR, so it AB-CD- EF- Ps, GH IK 
— SU und AB-CD +-....+-Ik=PU, —PS- SU, nach 2. zu Ende. 


Setzt man daher 
(«.) AB --CD--EF—=LM wd db) GH--IK-— NO, 

so ist LM= PS, NO—=SU und AB--CD- ....- IK PS- SU — 
LM- NO; d.h. man kann die Formeln (#.) und (5.). und eben so drei und 
mehrere solcher Formeln zu einander addiren. 

Ist die zu (a.) zu addirende Formel mit («@.) identisch. so kommt: 

4B -CD--EF-- AB- CD--EF = LM- LM, 
oder. wenn man, da Linien in jeder beliebigen Ordnung addirt werden kön- 
nen (3.),. je zwei gleichnamige unmittelbar auf einander folgen läfst, und 
unter u». AB eine Linie versteht. welche mit AB einerlei Richtung und eine 
Länge hat. die sich zu der von AD wie ın zu I verhält: 
2.AB-2.CD--2.EF — 2.LM, 
und eben so. wenn man a, mit («.) identische Formeln addirt: 
(e) m. AB- m.CD- m.EF —= m.LM: 

wo m jede ganze positive Zahl sein kann. 

Unter derselben Voraussetzune in Betreff von »n kann man aus («.) 
schliefsen. dafs 


1 | 1 \ 1 
— AB+ —.CD- EKEE — —.LM. 
m am m m 
l l rs ’ sy 
Denn setzt man — .AB--— .CD-+ —.EF—XY, so ist auch. weil 
m m m 


man mil 3» multiplieiren kann: AB+CD+-EF = m.\XY; folglich wegen («.): 
m.XY— LM, und daher XY— LM. 


Eine Formel, wie («.). kann man daher. ohne ihre Richtigkeit auf- 
zuheben. mit jeder ganzen positiven Zahl. folglich auch mit jedem rationalen 
positiven Bruche, also, nach bekannten Schlüssen. auch mit jeder irralionalen 
positiven Zahl multipliciren oder dividiren *). 


") Dasselbe läfst sich auch leicht mit Hülfe der Lehre von ähnlichen Figuren dar- 
thun; so wie umgekehrt diese Lehre aus obigem Satze abgeleitet werden kann. So folgt 
z.B. aus der identischen Gleichung AB+ BÜ= 4A, dafs auch m. AB+ m. BU = m.AC 
ist. Setztman daher m. AB= FG und m.BC= GH, so wird m. AC=F6G+6H = FH; 
d. h.. sind zwei Seiten FG, GH eines Dreiecks den Seiten AB, BC eines andern parallel 
und ihnen proportional, so ist auch die dritte Seite FH des erstern der dritten Seite AC 


1 * 











4 !. Mobius, zum barycentrischen Caleul. 


Das für die Formel («.) jetzt Bewiesene mufs endlich auch für For- 
meln von der alloeemeinen Form 
(«*.) a.4AB--e.CD-+.... = I.LM 
selten. wo 4, €, .... und / beliebige positive Zahlen bedeuten. Denn wenn 
man darin «a. AB=— AB, ce. CD=ÜD', ete. und 2. LM — L’M' setzt, so 


wird diese Form auf die vorige (a.) zurückgeführt. 





5. So wie in der Arithmetik a+-d=e und a = e—b identische 

(leichuneen sind. so kann man auch hier die Formeln 

I AB--CD=-EF und 2. AB—EF-—-CD 

als identisch betrachten und AB den geometrischen Unterschied zwischen EF 
und ED nennen. wenn EF' die geometrische Summe von AB und CD ist. 
Setzt man zu (1.) auf beiden Seiten DC hinzu, so kommt: AB — EF-- DE, 
— EF—ÜD nach (2.); wonach eine Linie von einer andern geomelrisch 
subtrahiren nichts anderes heifst, als dieselbe Linie, nach der entgegenge- 
setzten Richtung genommen, zu der andern geometrisch «adderen. 

Wenn daher in der obigen allgemeinen Formel («.), gegen die dorlige 
Annahme, eines oder etliche Glieder negative Zeichen haben, so kann man. 
verlangt man blofs positive Glieder, entweder das Minuszeichen eines Gliedes 
oeradezu in Plus verwandeln, mufs aber dann noch den Anfangs- und den 
Endpunet der zugehörigen Linie mil einander vertauschen: oder man kann das 
negative Glied blofs mit Änderung seines Vorzeichens auf die andere Seile 
des Gleichheitszeichens setzen. 

Überhaupt geht aus dem Bisherigen hervor, dafs man dergleichen For- 
meln, wie (a.). vollkommen so wie gewöhnliche Gleichungen behandeln kann, 
dafern sie nur rücksichtlich der in ihnen vorkommenden Linien stets von linearer 
Form bleiben. so dafs man nämlich Glieder von der eimen Seite des Gleich- 
heitszeichens auf die andere mit dem enigegengesetzten Vorzeichen bringen, 


alle Glieder mit derselben Zahl multiplieiren oder dividiren, und zwei oder 






des letztern parallel und ihr in demselben Verhältnisse proportional. Oder sind FG, GH, 
HI resp. den AB, BC, CA parallel, und setzt man deshalb FG =p.AB, GH=q.BC, 
HF=r.Cd, so kommt durch Addition dieser Formeln: 0 = ».AB+gy.BC+r.CA. 
Immer ist aber auch ».AB+r.BC-+-r.CA=0, und daher (Nr.5.) (p—r) AB-+(g—r) BC 
—=0. So lange aber A, BP, EC nicht in einer Geraden liegen, kann von zwei Linien, 
welche die Richtungen AB und BC haben, die geometrische Summe nicht Null sein, und 
es mufs dann folglich jeder der Coefficienten »—-r und 9—r einzeln Null sein, also 
yp=q=r und FG: GH: HF= Ab: BOC:CA; d.h. wenn die Seiten eines Dreiecks FGH 
denen eines andern ABC parallel sind, so sind sie ihnen auch proportional. 
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mehrere solcher Formeln zu einander addiren. oder die eine von der andern 
subtrahiren kann. 

6. Wir sind somit zu einer Rechnungsart mit geraden Linien gelangt, 
deren Richtigkeit, so lange die Linien Theile einer und derselben Geraden, 
oder mit derselben Geraden parallel sind, keines Beweises bedarf. und deren 
Zuläfslichkeit, wenn die Linien verschiedene Richtungen haben, aus den aller- 
ersten Sätzen der Parallelentheorie fliefst. 

Es läfst sich aber diese Rechnung mit Linien noch auf eine eigen- 
thümliche Weise umgestalten; und dieses in Folge einer merkwürdigen Be- 
ziehung, welche bei geomelrisch zu addirenden Linien zwischen den Anlangs- 
und Endpuncten der Linien Statt finde. Man habe z. B. die Linien AB und 
CD zu addiren. Da immer AB— AD--DB und CD=CB-, BD ist, so 
wird AB- CD=- AD--DB-- CB--BD — AD --CB, indem DB--BD-- 0 
ist. Sind demnach 4, B, C, D irgend vier Puncte im Raume, so erhält man 
dasselbe Resultat, man mag die Linien AB und CD, oder die Linien AD und 
('B zusammensetzen: mit andern Worten: zur Zusammensetzung zweier 
Linien reicht es schon hin, dufs man weifs, welches ihre Anfangspuncte 
(A und EC) und welches ihre Endpuncte (B und D) sind, nicht aber wie 
letztere zur erstern gehören (ob B zu A und D zu Ü, oder D zu A und 
B zu €). 

Dasselbe Prineip gilt nun, wie man leicht sieht, auch bei der Zusam- 
menselzung von drei und mehreren Linien. Denn sollen z. B. die drei Li- 
nien AB, CD und EF addirt werden, so kann man zuerst. weil die Ord- 
nung, in welcher sie addirt werden, willkürlich ist, und man daher beliebige 
zwei zu den zwei ersten nehmen kann, irgend zwei Endpuncte, wie 3 und D, 
oder D und F, oder B und F, mit einander verlauschen. Können aber von 
mehrern in gewisser Ordnung auf einander folgenden Elementen je zwei mil 
einander verlauscht werden, so lassen sie sich durch Wiederholung dieser 
Operalion in jede beliebige Ordnung bringen. und man kann folglich die End- 
puncte B, D, F' auf jede beliebige Weise mit den Anfangspuncten A, €, E 
verbinden, so dafs z. B. 


AB--CD--EF — AF--CB--ED. 

Eben so läfst sich statt AB - BC--CA, worin A, B, Ü die Anlangs- 
puncte und 3, C, A die Endpuncte sind, selzen: A4--BB --CC; und da 
jede der Linien 4A, BB, CC offenbar für sich Null ist. so mufs auch 


AB-- BÜ--CA=Dd sein (vergl. No. 2.). 








h 1. Mobius, zum barycentrischen Caleul. 


7. Da es also bei jeder beliebigen Anzahl geomeltrisch zu addirender 
Linien immer nur darauf ankommt, zu wissen, welches die Anfangspuncte und 
welches die Endpuncte sind, nicht aber wie letztere mil erstern zusammenge- 
hören. so wollen wir alle diese Punclte isolirt schreiben und zur Unterschei- 
dung den Anfangspuneten das positive. den Endpunelen das negalive Zeichen 
oeben. wollen also statt AB+-CD--EF 
A— B-Ü—D--E—F, odr A+C-E—B—-D-—-F 
schreiben: oder wie man sonst diese sechs Buchstaben mit ihren Zeichen auf 
einander folgen lassen will. Auch wird diese Ausdrucksweise noch dadurch ge- 
rechtfertigt. dafs, so wie der Ausdruck 4A, geomelrisch genommen. eine Linie 
0 bezeichnet. auch A— A in arithmetischem Sinne —0 ist. In Überein- 
stimmung mil der Natur der geometrischen Zusammensetzung läfst sich daher 
die von einem Puncte zu einem andern zu ziehende gerade Linie, als durch 
welche der Unterschied zwischen der Lage der beiden Puncte bestimmt wird. 
im Caleul durch den Unterschied der beiden Puncte selbsi ausdrücken. 
Da ferner. eben so wie AB-- CD—=AD- BC, auch «.AB--a.CD 
a.AD- -a.BC ist. so wird man auch. wenn in einer Formel Glieder 
mit numerischen Coöffiecienten, wie «.AB, etc. vorkommen, statt derselben, 
aA—uaB, etc. und daher statt 
(a) a.AB- e.ÜD-.... — .LM schreiben können: 
(a*) aA—uB-elÜ—cD-.... = IL—IM; 
und jede Folgerung,. welche man aus (a.) allen, oder aus (a.) in Verbindung 
mit noch andern ihr ähnlichen Formeln, nach den in Nr. 5. bemerkten Regeln 
ziehen kann. ist dieselbe: und keine anderen wird man auch aus (a.*) und den 
ihr ähnlichen Formeln ableiten können. Liegen z. B. vier Puncte 4, B,C,D 
so. dafs AB-->CD = ?BÜ, so wird man statt dessen A— B--?UÜ—?D 
2 B— 120 oder A+4C—=3B--2D schreiben und daraus unter Andern fol- 
gern können: 4 — 4B- B— A—=2D— 2A, d. i. 4CEB+BA—7DA. 
Mit Formeln, wie (a.*). wird es demnach gestattet sein, alle die arith- 
metlischen Operationen vorzunehmen, bei welchen sie in Bezug auf die in ihnen 
enthaltenen Puncte von linearer Form bleiben; wobei noch der Vortheil Statt 
findet. dafs man sich der Formeln, welche in geomelrischer Bedeutung iden- 
tisch sind. wie AB -- BU == AC, nicht mehr zu erinnern braucht, indem solche 
in arithmelisch -identisca (A— B--B— C=4—C) übergehen. 
S. Soll umgekehrt eine Formel, deren Glieder Produete aus Zahlen 
in Puncte sind. Sinn und Bedeutung haben. so mufs die Summe aller Zahlen 
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auf der einen Seite des Gleichheitszeichens der Summe der Zahlen auf der 
andern Seite gleich sein, d.h. die Formel mufs auch dann noch richtige sein. 
wenn alle Puncte weggestrichen werden. 

So wird z. B. zum Bestehen der Formel 

1. aA—bB — cl 
erfordert. dafs a--d—=e ist. In der That wird alsdann 
aA—aC —bUÜ—IB, di. aAU— b.CB. 

Haben aber, wie hierdurch angezeigt wird. die Linien AU und ÜB 
einerlei Richtung, und überdies den Punct € gemein, so liegt CE mit A und B 
in einer Geraden. Die Formel (1.) drückt daher aus, dals A, B und Ü in 
einer Geraden liegen, und dafs sich dabei AU: CB== b:a verhält. 

Damit die Formel 

2. aA--bB-+-cÜ —= dD 
bestehe. muls a+5--ce==d sein; woraus 
aA—aD--bB—ID — ceD—ct, 

d.i. «..AD--b.BD —= c.DC 
lolgt. Da die aus «.AD und 5.BD zusammengeselzte Linie offenbar in 
der durch AD und BD zu legenden Ebene enthalten, oder doch mit der 
Ebene ABD parallel sein mufs, und die Linie die Richtung DC haben, also 
durch den Punct D der Ebene gehen soll, so wird durch (2.) ausgedrückt. 
dafs A, B, C und D in einer Ebene liegen. 

Dasselbe folgt auch daraus, dafs. wenn man 

(«.) aA-bB — (a--b)E und daher 
(7) (a-+-b)KE--eÜ = (a--b--c)D 
setzt, E mit A und B, und D mit E und € in einer Geraden liegt. also 
AB und CD sich in einem Puncte E schneiden. Dabei verhält sich 
(y„) AE:EB—b:a und ED:DU —= c:a -b. 

Mit diesen Proportionen läfst sich, wenn die Puncte A, B, EU und die 
Verhältnisse zwischen «, d, ce gegeben sind, der Punct I bestimmen. Die 
linke Seite der Gleichung (2.) wird hiernach der Ausdruck des auf der 
rechten Seite stehenden Punctes D genannt. Eben so ist in (1.) aA- bB 
der Ausdruck von CE. Umgekehrt hat jeder mit A und B in einer Gera- 
den liegende Punct einen Ausdruck von der Form (1.), und jeder mit 4, 
B und C in einer Ebene liegende Punct einen Ausdruck von der Form (2.). 

In dem besondern Falle, wenn in (2.) «-+-b=0, also b= —u ist. 
mufs d—=e sein. Aus (2.) wird alsdann: aA—aB = cD—cÜ, also 
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a.AB — c.DÜ, d.h. die Linien AB und DE sind einander parallel und 
verhalten sich wie e und «. Zu demselben Resultate gelangt man auch durch 
die Proportion (y.). welche, wenn b= —a ist, AE:BE = 1:1 giebt. 
Dieses ist aber. so lange A und DB zwei verschiedene Puncte sein sollen, 
nicht anders möglich. als wenn E, oder der Durchschnitt von CD mit AB, 
unendlich entfernt lieet. Bemerken wir daher noch, dafs A—aB oder 
4—B, als Ausdruck eines Punctes genommen, einen in der Richtung AB 
unendlich entfernten Punct ausdrückt. 





In dem Falle, wenn in der Gleichung (2.) die Summe 4--b-ce=V0 
ist. wird D. zufolge (/.), ein unendlich entfernter Punet in der Geraden EC, 
also ein in der Ebene ABC nach einer bestimmten Richtung unendlich weit 
lievender Puncet. 

Ähnlicherweise zeigt sich. dafs. wenn A, B, C, D nicht in einer Ebene 
liegen und 

3. aA-bB- cUÜ--dD = (a+b-e-dE 
gesetzt wird. K ein durch die Lage von A, B, C, D und durch die Ver- 
hältnisse zwischen @, 5, ce, d unzweideutig bestimmter Punet im Raume ist; 
dafs. wenn «--b- ce -d== 0 ist. E unendlich entfernt nach einer bestimm- 
ten Richtung liegt. und dafs umgekehrt jeder Punct im Raume durch einen 
Ausdruck von der Form (3.) dargestellt werden kann. 

9. Die Rechnung mit Formeln der Art, wie (1.). (2.). (3.)., ist es 
nun, die ich in meiner Schrift vom Jahre 1827 die .„„barycentrische” genannt 
habe. Offenbar ist die gegenwärtige Herleitung dieser Formeln einfacher, als 
die in jener Schrift gegebene. indem dort ihre Erklärung noch ein System 
[remdartliger Hülfslinien erforderte. Es wurde nämlich die Formel 


(e.) aA-+bB-eU+.... = (a+b+c+...)S 
als der abgekürzte Ausdruck der Gleichung 
(?.)  a.A4—+-b.BB -+c.CU-.... = (a+b--c+....)SS' 
angesehen, wo 4‘, B/, C', .... und 5° die Durchschnitte einer beliebig ge- 
legten Ebene & mit Linien waren, die man durch A, B, C, .... und 8, 


parallel mil einer willkürlichen die & schneidenden Richtung 7 gelegt hatte *). 


*) Die Gleichung (3.) kann aus der Formel (@.) auch sehr leicht mittelst der hier 
zum Grunde gelegten Prineipien hergeleitet werden. Es ist nämlich die Formel («.) 
gleichbedeutend mit 


| a. AS+b.BS+c.CS+.... = 0, 
oder, da AS = Al +45 +58’, etc. ist, gleichbedeutend mit 


aA LIS+SS HU BE HBSHSS)H.... = 0, 
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Von der andern Seite kann freilich nicht geleugnet werden, dafs bei 
einer solchen Erklärung jedes Glied der Formel eine mathematische Bedeu- 
tung erhält, während bei der hier gegebenen Darstellung die einzelnen Glieder 
nicht als wirkliche Gröfsen, sondern nur, ich möchte sagen, durch ein Spiel 

| des Calculs zum Vorschein kommen. Wie dem aber auch sein mag, so dürfte 

| doch das hier über die geometrische Addition Gesagte, und der innige Zusam- 
menhang, in welchem diese Lehre mit der barycentrischen Rechnung steht. 
einer Mittheilung nicht ganz unwerth gewesen sein. 


oder mit TU+YVW = 0, wenn man 
a(A4'+SS)+Hb(BB’+S'S)+.... = TU und 


a.4S+b.B'S'+...= VW 
setzt. Da aber AA‘, BB’, .... und SS’ sämmtlich mit der Linie Z parallel sind, und 
4S, B'S’, .... in der Ebene & liegen, so mufs auch TU mit ! und VW mit & parallel 


sein; WW kann daher nicht mit ! oder TU parallel sein, weil Z und & sich schneiden 
sollen. Mithin kann die geometrische Summe von TU und VW nicht anders Null sein, 
als wenn jede dieser Linien einzeln Null ist. Dies giebt die Formeln 


a(A4'+$S)+b(BB’+5'Sı+.... = 0 und 
a.4$S'+b.B’$-+.... = 0, 
| von denen die erstere einerlei mit der zu beweisenden (/.) ist, die letztere aber an- 
| zeigt, dafs, wenn die geometrische Summe mehrerer Linien Null ist, auch die geome- 


trische Summe der Projectionen dieser Linien auf eine beliebige Ebene durch Parallelen 
mit einer beliebigen Geraden Null ist. 











Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 1. 





10 2, Ruaube, Fortsetzung von No.9. Band 25. 


2. 


Angenäherte Bestimmung der Funetion 


ıT. 
I(1-+n) = v’e*de, 
) 


( 


wenn z eine ganze, gebrochene, oder incommensurable 
sehr grofse positive Zahl ist. 


(Von Herrn Professor Raabe in Zürich.) 





Zweite Abhandlung. 


Im 25sten Bande dieses Journals habe ich die Grenzwerthe der in der 
Überschrift angedeuteten Function für den Fall angegeben, wenn n irgend 
eine positive, jedoch nur ganze Zahl vorstellt. So z. B. habe ich in No. 7. 
dieser Abhandlung unter mehreren andern Ergebnissen auch folgende zwei 


Uneleichheiten aufgestellt: 
1} 


1 -n)>n"yYInn)e”, It-+-n) <n" Yllnı)e"e" 


e FAIRE E 4A 
. In? g 92 | 32 14: % PU air W, 


ist. deren Begründung mir daselbst jedoch nur für positive ganze Werthe ge- 


4 


Wo 


lang. Nun hätte ich allerdings der von einigen Analysten beliebten Schlufs- 
weise mich gleichfalls bedienen können, nämlich: „Da die Ausdrücke zur 
„Linken und Rechten der Ungleichheitszeichen dieser hier aufgestellten Un- 
.„gleichheiten continuirliche Funetionen für sämmtliche positive Werthe von n 
.. verbleiben. so bestehen solche nicht nur für alie positiven ganzen Werthe von n, 
„wie bewiesen wurde, sondern auch für gebrochene und incommensurable 
„Werthe dieser Gröfse,” um die allgemeine Gültigkeit dieser Ungleichheiten 
zu erhärten: allein wie unhaltbar eine solche Schlulsweise bei genauer Erwä- 
sung derselben sei. wird Jeder beistimmen, der mit Aufmerksamkeit in der 
Functionenlehre sich umgesehen und nur das, wovon er ungeltrübte Einsicht 


erlangt. auszusagen gewohnt ist. Mit der gegenwärligen zweiten Abhandlung 
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beabsichtige ich nun, die oben erwähnte Beschränkung der in der ersten Ab- 
handlung gewonnenen Ergebnisse, dafs solche nämlich nur für positive ganze 
Werthe von x» bestehen, auf eine durchaus einleuchtende Weise zu beseiti- 
gen: wozu ich sofort übergehe. 

1. 

Wir beginnen unsere Untersuchungen, indem wir, eben wie in der 
ersten Abhandlung, das die Function /\a) betreffende allgemeinste Theorem 
zu Grunde legen. 

Dieses Theorem stellt die Gleichheit 


Ina) == I‘a) 1(a- En (a ®. ) Be ı(u- e . -\nr-: am) 
P 


n n 
auf. die für sämmtliche positiven Werthe von a, und nur für posilive ganze 
Werthe von n, Bestand hat. 
Lälst man in dieser Gleichheit a eine unendlich grofswerdende Zahl 
sein. so gelangt man, wie in No.2. der ersten Abhandlung, auf die Gleichheit 


'a—l 
ry r d 1 / \ ‘ 
/ log/(@)de —= wlog/ ( )-L(a— 1o)logw + 4(1—w)log?n. 
| 2 2 gwr2\ ‚10, 


wo @ eine unendlich -klein werdende, « eine beliebige reelle, jedoch nich! 
neealive Gröfse vorstellt. Diese Gleichheit kann man auch wie folst stelien: 


al . 
(@) [oglta)de = 4log?a +fla), 
[0 


wenn abkürzend 
(?) f®) = wlog r(2)- aloe w 
vesetzt wird. 

Die Function f(a), wie solche durch die Gleichung (/.) dargestelli 
wird, erscheint wegen der unendlich-klein werdenden Grölse » unter unbe- 
stimmter Form; dieselbe nun von dieser Gröfse ® zu befreien, so wie dann 
auch den Werth des bestimmten Integrals in («.) bei jeder nicht negativen 
reellen Verfügung über « dargestellt zu erhalten. verfahren wir wie folgt. 

1) Fassen wir zuerst den Fall ins Auge, wenn @ eine unendlich-klein 
werdende posilive Grölse vorstellt, von der Form mw, wo »n irgend eine 
endliche und positive Zahl bedeutet. 

Unter dieser Annahme geht die Gleichung (/.) in 

f(mw) — wlog I'm) - mw logw. 


über. aus welcher 


fr) = 0 
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gezogen wird; folglich hat man nach («.) die Integralbestimmung 


de 
1. / logI(a)de — Ylog?a, 
vo 


welche mit der aus der Gleichung (3.) der ersten Abhandlung einerlei ist. 

2) Wenn a eine reelle positive ganze Zahl vorstellt, so gelangt man 
zur Kenntnils von f(@) nach directer Bestimmung des Integrals in («.) auf fol- 
sendem Wege. 

Nach einer bekannten Relation der Function /'x) hat man, wenn 4 
eine ganze Zahl ist. 

Iz-+-a) = z(e-+1)\(2-+2)....(e +0 —1) 1‘). 

Wird diese Gleichung logarihhmisch aufgelöset, dann mit dx multiplicirt 

und von 20 bis z == I integrirt, so erhält man, mit Zuziehung der vorhin 


aufgestellten Integralbestimmung in (1.). die Gleichung 


| = 
/ log /\x--a)dx 


0 
f ] , | z | » . { 
— / log. da+f loe‘x -—-I) dx be... / logs(2 -a—I)dxr-+Llog?n. 
o 0 o 


Man hat aber, wenn r eine von x unabhängige Grölse vorstellt, die Integral- 
vleichung 


»| i 
/ log(2--r)dze = (1--r) \log 


0 


I -r)—l}—rtiloger—1}, 


\ 


aus welcher, eben wie in der ersten Abhandlung, die folgende gezogen wird: 


2} r==4 r=a—!l 
/ log /(x--a)Jde — 2 {rloeger—I!}— 2 {rlogr—i}-; 4log?n, 
gr rs r=1 
die mit folgender gleichbedeutend ist: 
2 
2. fi log / (2 - a da = alloga—1)-, Llog!n. 
0 


Wird hier in dem bestimmten Integrale linkerhand die Integrationsvariable x 
durch x — a ersetzt, so ergiebt sich endlich folgende Integralbestimmung: 
a--1 5 
3. A log / (x) dx — Ylog?n-- (loga—1), 


a 
welche, eben wie die vorhergehende ( die mit der Gleichung (4.) der ersten 
Abhandlung einerlei ist), für alle positiven ganzen Werthe von a, den Null- 
werth mitbegriffen, abgeleitet und sonach. vorläufig wenigstens, blofs für diese 
Werthe als bestehend anzusehen ist, 

Vergleicht man ferner diese Gleichung (3.) mit der oben aufgestellten 


Gleichung («.), so ergiebt sich, da log/'(@),. wenn nur die reellen Werthe 
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ins Auge gefafst werden, als eine eindeutige Function von x zu erkennen ist, 
folgende Bestimmungsgleichung für f(a): 
4. fa) = alloga —!), 

die, eben wie die vorhergehende (3.), als nur für positive ganze Werthe von «, 
mitbegriffen den Nullwerth , bestehend vorläufig anzusehen ist. Dafs die hier 
sewonnenen drei Gleichungen (2.), (3.) und (+.) für alle reellen und nicht 
negativen Werthe von a Bestand haben, werden wir in folgendem dritten 
Fall darthun. 

3) Wenn nämlich, drittens, @ eine nicht ganze, jedoch positive Zahlen- 
sröfse vorstellt, so begründen wir die Richtigkeit der eben ausgesprochenen Be- 
hauptung in folgender Weise. In der Gleichung (3.) ist man für « jede nicht 
negative reelle Zahl zu setzen berechtigt. Wird nun in derselben « — e ge- 
setzt, wo p und g beliebige positive ganze Zahlen vorstellen, die könn ean- 
zen Factor gemein haben, so geht sie in folgende über: 

(2) — wlog 1 + logo, 
oder auch in 


P\ __ {PN 
al(r) — gwlog] vr --plogw. 
Da nun g nur eine endliche, wenn auch noch so grofse Zahl vorstellen darf. 
so wird 9» eine unendlich-klein werdende Zahl sein, die durch w‘ dargestellt 
und, in letzte Gleichung eingeführt, dieselbe in folgende verwandelt: 
Ber... u {P\; / 
ır(}) — wo’ log / (#,) + plogw’ — p log. 
Die Gleichung (?.) bietet aber vermöge der Unbestimmtheit jeder unendlich- 
klein werdenden Gröfse die folgende dar: 
f(p) = w' log 2 (#-) 1 p logw'; 
also giebt die Subtraction dieser von der vorhergehenden Gleichung folgende: 
p . 
ar(r) -fip) = —ploggq. 
Bedenkt man endlich, dafs man nach der oben aufgestellten Gleichung (4.). 
da p eine ganze positive Zahl vorstellt, die Gleichung 


fi») = p\logp—I) 
hat, so giebt die vorhergehende Gleichung folgende: 


ar(z) = plloep—)— plogg, 
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die mit 

ra) = Zeig 
einerlei ist. und aus welcher das Bestandhaben der Gleichung (4.) für rationale 
oebrochene positive Werthe von «@ auf unzweideulige Weise hervorgeht. 

Was endlich die irrationalen oder incommensurabeln Werthe von « betrifft. 
so folgt das Bestandhaben der Gleichung (4.) für dergleichen Werthe von a 
aus dem Umstande, dafs so ein Werth von « jedesmal zwischen zwei rationale 
gebrochene Zahlenwerthe gedacht werden kann, deren Unterschied jede be- 
liebige Kleinheit eingehen kann; und da für jeden der letzteren zwei Werthe 
von a die Gleichung (4.), wie oben bewiesen wurde, Bestand hat, so besteht 
solche vermöge der Continuität des Ausdruckes rechterhand dieser Gleichung 
auch für sämmtliche Zwischenwerthe, und sonach auch für die erstgenannten 
Werthe von 4; w. z. b. w. 

Es besteht also, dieses vorausgesetzt, die oben aufgestellte Gleichung (2.). 
die in unserer ersten Abhandlung nur für positive ganze Werthe von @ nach- 
oewiesen war. wie auch die aus derselben gefolgerte Gleichung (3.), für alle 
positiven reellen Werthe von «. 


2. 


Nunmehr wenden wir uns der im Eingange der vorhergehenden Nr. 
aufgestellten allgemeinen Relation der Function 7x) abermals zu. Multiplicirt 
man solche mit n«@ und berücksichtigt die Gleichheit 

1-2) = zI(2), 
so geht sie in folgende über: 
I(1-+-na) 
(a 1 (a- -)1'(a nn = PER (a m» — (nat: at (2 Ay, 
. mn ee’ n 
die für alle positiven reellen Werthe von @ Bestand hat. Wird diese nun lo- 
garithmisch aufgelöset und hierauf durch r dividirt. so hat man 





1 ug tÜtne) 
n (na)"“ yi2nan) 
> Mh De. ” ı n—1 
— — log /'\a -- log / (a +)+ log / (a+ —)+....41 (a+ -—)} 





oder auch folgende Gleichung: 
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1 1] Pii+na) 


0 
n > (na,"“ Y(2nar) 


um 2 [410g IXa) +log 1’ (a-; —) He... log 1 (a + — 


— aloga— $log?n. 





1 





)- 4log /'(a B) 


Wird hier na— « gesetzt, so wird « vermöge der W illkürlichkeit der posiliven 
reellen Zahl « jede positive reelle Zahl vorstellen können. Dadurch geht dann 
diese Gleichheit über in: 








1 Ti+e) 
Pr log a“ vi dar) 
1 a 2a\ | | f.ı n—I)a 
— log Ta) lo 91 (a +) log /' (u Hr ©) - L....+log/ (a rn ) 
Ä | 
L log /(a 4 N), — loga — £- log ?ı. 
oder auch, wenn einstweilen 
ur A 
a Baar 
gesetzt wird, in folgende: 
I(1-+e) 
lo 08 2 ai 
Qan) 
— rj4log/a)- log/a-+rv) log T(a+?2v)--....+log/'(a-+-(n—1)rv) 


+4log /(a+1)} — aloga — 3log?n. 

wo a und « beliebige positive reelle Zahlengröfsen sind, die wegen un = « 
2 2 .. eo & 

der einzigen Beschränkung, den Quotienten — als ganze Zahl darzustellen, un- 


terliegen. Die weitere Umformung dieser Gleichheit, namentlich die Verbin- 
dung derselben mit der in vorhergehender Nr. unter (2.) aufgestellten Gleich- 
heit, werden wir in der folgenden Nr. mittheilen. 


3. 
Wir legen dasselbe Theorem zum Grunde, von dem wir in der ersten 
Abhandlung, in Nr. 4., Gebrauch machten, und verweisen zum bessern Ver- 
ständnisse des nun Folgenden auf diese so eben citirte Nr. 
Setzen wir der Kürze wegen 
log /!\a+x) = y(x) 
und bezeichnen die aufeinander folgenden Differentialquotienten von Y(x) durch 
FılX),s PrlR), +. Pam (X), so haben wir gemäls diesem Theoreme für den 
gegenwärtig beabsichtigten Zweck vorerst festzustellen, dafs der ‘?!mte Differen- 
tialquotient von Y(X), nämlich Y,, (x), für alle Werthe von x — 0 bis = 1 
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einerlei Vorzeichen habe. Dieses findet sich, ähnlich wie in der ersten Ab- 
handlung, folgendermafsen. 


Nach dem Begriffe der Function /'\x) hat man die Gleichung 


r=k—ı 
y(z) = (2-+a—1)logk-log1.2.3.4....%— Z log(a-rte). 
r=0 4 
wo das Summenzeichen über alle ganzen Zahlenwerthe von r— VO bs r — k— | 


sich erstreckt und k eine unendlich-grofs werdende positive Zahl ist. Stellt 
man nun die successiven Differentialquotienten von g(&) her, so ergeben sich 
folgende Bestimmungsgleichungen: 














—k-1 
u! 3 Aal Wr 
nie) = bak-"Z are 
r—k—1 1 
pr(T) . (a+tr+.r)? ? 
r—k—1I 1 
| BEE. 3. BIER SR. PORN 
pD=—1.22 irre 
r—k—1 1 
pa 1.232 ra 
zz r—=k—l 1 
Yom-ı(2) = —1:2.3....(2m —?2) z vEwae og 
r—k—1 
a . 1 
Pam (EC) = 2. 1.2.3....(2m—1) = (afrLrm 


Die letzte dieser Gleichungen zeigt augenfällig, dafs die Function Y,,(x) 
für sämmtliche reellen Werthe von x, und sonach auch, wie oben verlangt 
wurde, für alle Werthe von 2—0 bis 2==1 ein und dasselbe Vorzeichen, 
und zwar das positive annimmt. 

Da ferner aus diesen eben aufgestellten Gleichungen die folgenden sich 
ergeben: 





1 
Yı(l)—Yı(0) = ri 

1.2 
p(1)—Yy;(0) = Pu 

1.2.3.4 
p(1)— Y;(V) vn u 


1.2.3.4....(Qm— 2) 
Pam (1) — Pam-ı (0) — adm-1 / s 





so giebt das am Eingange erwähnte Theorem, auf den vorliegenden Fall an- 
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gewandt, folgende Gleichheit in Bezug auf alle positiven Werthe von «: 


1 
74 n , \ ’ 
J log /(a-x)dx 





——= vt4log/ ir log "(at v)- ..rlogl'(a-+-(n—1)r)- 4log /'(a--1)} 
Ä 4.2 4 1.. 2 2.3: ‚4 (2m — 2) 
Er 1y ".. "y* ER \m 2 .„... “ > In 
pP da 2 | «a? + ..+ ( 1) a: Im—l } m 2 9 
wo av=| ist. und Y;, Y,. Y,,.... die in No. 4. der ersten Abhand- 


lung festgestellten Bedeutungen beibehalten. 
Durch Vergleichung dieses Ergebnisses mit dem Ausgangs voriger 
Nr. aufgestellten ergiebt sich folgende Gleichheit: 


va log I (a-+-x)dx 








a I(i1+e 
— aloga-;-Llog?r-- — lo = 
u, a aryizar) 
1 2 1.2.3.4.... (2m —2) „> 
an } y, yv.- E 3 4 Vin, .. (1 u u u ea a ee a } ) vV : 
7) - | [75 \ / ar l In 
1 ae Menin: I.: . in 
wv=——=- ist Eliminirt man v, so geht diese Gleichheit auch in fol- 


gende über: 
1 
/ loglXa-+z)da 
"o 
eu I1-e) 


— aloga+4log?In + 


a 8 a@yi2ar) 
1 1:2 u m-ı 1:2.3.4....(2m— 2) 
Ip 2. LS. EEAE EL 2 y,} 


!m 
1% 





Diese Gleichheit mit der in Nr. 1. unter (2.) aufgestellten verbunden, die für 
dieselben Werthe von @ besteht, giebt nach Weglassung des gemeinsamen 
Factors @ folgende als das Endziel der vorliegenden Abhandlung anzusehende 
Gleichheit: 


P(1-+o) 
08 Geyl2an) 
Ei u AR er 2 ie) 
=— a4 A Y,- u Hasen" mat.) Dog ....(—1) 2 nn )y 


die für alle positiven Werthe von « mit einer Genauigkeit besteht, dafs die 
numerische Gröfse des Unterschiedes beider Theile der Gleichheit kleiner als 
das Schlufsglied derselben ist. 

Die Gleichung (5.) in Nr. unserer ersten Abhandlung stimmt, wenn der 
Buchstab n daselbst durch « ersetzt wird, mit der so eben aufgestellten Glei- 


chung in allen Stücken überein; nur ist solche blofs für positive ganze Zahlen- 
Crelle’s Journal f. d.M, Bd. XXVIIL, Heft 1. 3 
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werthe der allgemeinen Buchstabengröfse n daselbst begründet worden. Nach- 
dem wir sie von dieser Beschränkung befreit haben, finden auch alle in 
Nr. 5.. 6. und. besagter Abhandlung angestellten Betrachtungen und gewon- 
nenen Ergebnisse, die von jener Beschränkung durchaus unabhängige sind, ihre 
ungeschmälerte Anwendung; wir verweisen daher auf die eben citirten Nrn. 
jener Abhandlung, um die Endergebnisse, die wir in folgender Schlufsnummer 
zusammenstellen werden, als begründet ausgeben zu dürfen. 
4. 

Zuerst hat man, wenn « irgend eine reelle und positive Zahl vorstellt. 

mitbegriffen den Nullwerth, die Gleichheit: 














1 BER FE -ı 1.2.3....(2!m—?) 
4 | \ /Y N ‚1 or Y, ur 5 I ; u Y,, (-1)" ' - am er Yam 
i+-a)=uetyflan)e".e .e ° .e ....e Rz z 
Wo 
Y I. < 2 2 l 1 Bi % _ [ 1} l R ' 
Al (2 m)?” T year % z?r Ar "3 ) 


für alle ganzen und positiven Werthe von r ist. Diese Gleichheit giebt das 
möglichst genaueste Resultat, wenn die ganze und positive Zahl m zwar klei- 
ner als «rt. jedoch nur sehr wenig davon verschieden ist. 

Um die Gröfse der Genauigkeit, mit welcher /'(1--«) nach dieser 
Gleichheit geschätzt werden kann, besser zu beurtheilen, berücksichtige man 
folgende Ungleichheiten: 

IIi—-a) > eo y(lon)e”“, 


u 
1 { ee) Be a y(lan) er. e“ = 
) . 
| ’ a 
Tfi+e) > a'f(2en)Ee".e" 8" 5, 
1 y 1.2 I 2.3.4, 

we En TR a 
i+o) < a y(lan)et.e .et .e : 


3 W., 
die, wie die obige Gleichheit, gleichfalls für sämmtliche positiven reellen Werthe 
von «, Null mitbegriffen, Bestand haben. 

Somit haben wir denn die Ergebnisse der ersten Abhandlung, die wir 
in Nr. 7. daselbst zusammenstellten, von der dort am Schlusse ausgesproche- 
nen Beschränkung befreit und dadurch das uns am Eingange vorliegender 
Abhandlung gesteckte Endziel erreicht, so dafs der Gegenstand dieser beiden 


Abhandlungen, für jetzt wenigstens, für geschlossen zu erklären ist. 
Zürich, im April 1843. 


—— EEE 
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Reduction des pfachen Integral- Ausdrucks 
II J» (a, x, +0, x. un. a,’ u R „a dz,dz,....dx,, 


in welchem a, a:, .... @,, Mlız lıy eeer 7,5 Tıs Pay acıe 7, CON- 
stante Gröfsen, x&, &%, .... x, die Integrationsvariabeln 
sınd und © eine beliebige Function ıst, auf ein einfaches. 
dieselbe Function 9 enthaltendes bestimmtes Integral. 


(Von Herrn Prof. Raabe in Zürich, ) 


In zweiten Bande meiner Differenzial- und Integralrechnung, in Nr. 322., habe 
ich das Doppel- Integral 


FF: pya+-y)dedy 
...% 


durch Umsetzung der Integrationsvariabeln & und y in « und » mittels der zwei 


Gleichungen 
x = vcosu, y= vsinu, 


von der Ausmittelung eines einfachen bestimmten Integrals abhängig dargestelli 
und durch die vermittelnden Gleichungen folgende Reductionsgleichung gefunden: 


Rn N mn 
? | Pr . ad —— / / 
0 0 0 


Nachdem ich diesen, als den synthetischen Theil der Lösung erreicht, habe ich 
dann auf analytischem Wege, durch Umsetzung der Variabeln z und y im Dop- 
pel- Integrale linkerhand in xzya und yyb, folgende allgemeine Reductions- 
gleichung erhalten: 


no po | 7 a 
/ / pla x? by”) dx dy = 4y(ab) pr) dx. 
0 0 


Ganz in ähnlicher Weise werde ich mich in der vorliegenden Abhand- 
lung zuerst mit dem synthetischen Theile befassen, der, wie der Erfolg zeigen 
wird. blofs die Reduction des Doppel-Integrals 


SI va +y")dzdy 
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auf ein einfaches bestimmtes Integral betrifft, und dann auf analytischem 
Wege nach und nach zu der in der Überschrift ausgesprochenen Reduction 
lortgehen. 


1. 
Das Doppel-Integral 


I J yarty)dzdy, 


in welchem % eine beliebige Function bedeutet und m sowohl als n angebbare 
positive, reelle Werthe sind, ist durch Einführung zweier neuen Integrations- 
variabeln statt der z und y zuletzt auf ein einfaches, die Function g noch 
enthaltendes bestimmtes Integral zurückzubringen möglich; wie sofort gezeigt 
werden soll. Wir stellen zu diesem Zwecke folgende zwei Gleichungen auf: 


„N 


. tu te, Ya, 
wo also % und v die neuen Integrationsvariabeln sind, und bestimmen dann 
die Integrationsgrenzen dieser einzuführenden Integrationsvariabeln. so wie die 
nach diesen zu integrirende Differenzialfunction, nach der im zweiten Bande 
meiner Differenzial- und Integralrechnung in Nr. 321. gegebenen Anleitung. 


Wird nämlich die neueingeführte Variable v aus den eben aufgestellten 
zwei Gleichungen eliminirt, so ergiebt sich 
x” sinu’ — y” cosu’” — (). 
Da diese Gleichung bei der oben festgestellten Verfügung über die Exponen- 
ten m und 2 sowohl für jede der beiden Annahmen 


z—=0 wi 2 —=o- 
constante Werthe für % giebt, nämlich: 
u=4ın und uv=(, 


als auch für jede der folgenden: 

=D wm y ms, 
dergleichen Werthe für a, nämlich 

— Oo wu on, 
so folgt, dafs gegenwärtig ohne Unterschied die eine oder die andere der in 
der oben eitirten Nr. aufgestellten Umformungsgleichungen eines Doppel -In- 
tegrals, die in (18.) oder die in (21.), zu Grunde gelegt werden darf. Stellt 
man nun aus den Gleichungen (1.) den Ausdruck für 


__ dx dy _dx dy 
— du’'dv dv’ du 


I 
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her, so ergiebt sich 


ıN9 p) 7 2? 


re a 
A= — —v sın“ cosu” ; 
mn 


wodurch man folgende N erhält: 
Ir 2 . 24 ” : E. u u 
Ma y(v’)v”" ”" sinu” cosu” dvdu, 
0 


JS 


die A mit folgender gleichbedeutend ist: 
2 


E E p(ac”- rdeay—,,f sin” "eosun "au. Gau" "dv; 





nie % aus dieser die Beciiuisiing unseres vorgelegten Doppel- Integrals von 
der eines Products zweier, in keinerlei gegenseitigen Abhängigkeit stehenden 
einfachen Integrale abbängig erkannt wird, so ist der eigentliche synthe- 
tische Theil der Aufgabe jetzt herbeigeführt; von der aus wir nunmehr auf 
analytischem Wege das im Eingange gesteckte Endziel zu erreichen trach- 
ten werden. 

Berücksichtiget man zuerst die in Nr. 222. des ersten Bandes un- 
serer Differenzial- und Integralrechnung aufgestellte Gleichung £48.), vermöge 


e r{=) r(! 
FELL 2? Ber 2 z = ) 
sina” cosu” du= 4 2 2 
r(144) 
N 


ist, wo die Function 7'(z) durch die Gleichung 


1'(2) = f ae“ de 
0 


definirt wird; so geht die obige re oder Reductionsgleichune in 


II va” -y")dedy —= —. R (m) AR (1) 2f g(v’ m a 
: ni 1, = 


oder auch, mit Beachtung der durch die Gleichheit 
2. I(1-+2) = 2T1(z) 
ausgedrückten Eigenthümlichkeit der Function a in 


(«.) [Js (2"--y)daedy — 2 er Un ii ypv ur E "dv 


en: +3 


über; die für alle positiven angebbaren reellen Werthe von »n und n Bestand hat. 


welcher 








) 
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2. 


Mit Hülfe der in der vorigen Nr. gewonnenen Reductionsgleichung («.) 
sind wir auch den dreifachen Integral- Ausdruck 


SSS ver tÄeeri, 


in welchem »n, n, p reelle und positive angebbare Werthe haben und der nur noch 
von der Ausmittelung eines einzigen einfachen bestimmten Integrals abhängig ist. 
welches dieselbe, durchaus willkürliche Function g enthält, darzustellen im Stande. 

Es besteht nämlich, besagter Reduclionsgleichung («.) gemäfs, folgende 





Gleichung: 
rl po I 2 % 2 
f de Try A Any, gpw-tgP)um in 
A 


also bietet sich zunächst folgende Umformungsgleichung dar: 


J ya +2”) da dydz 


7 jür Du ry p(v’- .apun " Fra, 
r(4+ a =) 


Wird nun im Doppel-Integrale rechterhand 





Men —+ ti 
v° durch v”*"”, also v” dv durch —— 


2(m+n) 


ersetzt, so erhält man, beachtend die Gleichheit (2.) vorhergehender Nr., folgende: 


Sf" glaryr -er)dedy 
Kg 
| 


"n n — 
(m+n) I („+ 


Nun hat man, gleichfalls mit Pie e Reductionsgleichung («.) vorhergehen- 
der Nr., 


+). 1(14- Se 
SS ver HrN)dude— Au Te 2 + Br Pe 








ri +- 
m n 


oder auch. beachtend die Gleichheit (2.) _ Nr., folgende Gleichung: 
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II se "te)dvdz 
% 


(m-+n) r(- E + = r(,,) Er ie 2, 
mnp T(- ++) 0 r 


m n p 


I J J party -zP)daedydz 
“ “ J 
Er ‚[/1 1 
=)? (m) G): Barz] KK (v*) R = : 24 
x y e: 


mup (4 +- y )° 





‘ AR 
=? P dv; 


2 


also ist 





m 


IS J vatr -2z’ dx dydz 
r(1+ m) r(+t) r(1+-,) .. a 


— ) ne > | >) ‚m 1 ] , 
—) r( 1 +) F p{v’)ı dv, 
2) p 


oder endlich auch 








A 2. ; 


m 
welche für alle angebbaren positiven und reellen Werthe von m, n, p Bestand 
hat und unsere im‘ Eingange aufgestellte Behauptung bestätigt. 
3. 

Stellt man, um die allgemeinste Reductionsgleichung der mehrfachen 
Integrale, die den bis jetzt besprochenen analog sind, zu finden, das Integral 
der Differentialfunction 

ya +2, +2, +... -a,P) 42, dd: de; 
wo die Iniegrationen sämmtliche zwischen O und » enthaltenen reellen \\ erthe 
der Integrationsvariabeln umfassen. durch 


In, () m, i 
/ Ya +2, +..+2, )da,da,....de, 


) 


0 
vor, so sind wir nach den gefundenen und begründeten Ergebnissen der bei- 
den vorhergehenden Nrn. folgende allgemeine Reductionsgleichung: 





2, (p) a 
(A.) / a pie, - 2” 7 ut x, Ide, Bi... U, 
0 
1 Ä | 
r(1+—-). r(14 ) F 4 
u m, —. Mp ee 
Ban BR ee el YUV jU" «U, 
Pkz + % Fe er ° 


aufzustellen und zu begründen im Stande. 
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Diese durch Induction erlangte Reductionsgleichung beweisen wir auf die 
bekannte Art, indem wir von der Annahme, sie bestehe für einen bestimmten 
sanzen Zahlenwerth von p (welches für die Werthe y—=? und p=3 in 
den beiden vorhergehen Nrn. bereits erhärtet ist), ausgehen, und dann das 
Bestandhaben derselben auch für p--1 darihun; woraus dann, wie bekannt. 
die allgemeine Gültigkeit für jeden positiven ganzen Werth von > unmittel- 
bar folgt. 


Wir gehen zur Erreichung dieses Ziels von der folgenden Gleichung aus: 


’x,(p+1) m | m, | u. Mp+1 Br 
/ Y 07 4 u. (KT, +2,41 da, dz,.. .. dxı,dx,;, 


l 


Add: : »@,(p) mi ı “., udn — 
/ / pie, u 2, 7 .. ta’ +2, )er, dz,....de,\ ER 


0 0 


welche, mit Beachtung des im Eingange dieser Nr. getroffenen Übereinkommens 
sofort als richtig erkannt wird. Wird diese durchaus identische Gleichung 
mittels des durch die als bestehend angenommene Gleichung (A.) ausgedrück- 
ten Ergebnisses weiter umgeformt, so erhält man, wenn der Kürze wegen 
1 a 1 
r(t+—).T(1+——).... (14) 
T m m + Mm, 


RE ERTL ER....: EAREELEEERDR.. ME... 
,  , =: BU 1 


r— + —+—+....+--) 
m, m, " Ms r r Mm, 


seselzt wird. folgende Gleichung: 





”,(p+1) m, ; m, ı Mn Mn+1 
f » 1 y® ae Pr "I » F t . ‚yn » 
[ f 7 "md, | eo... T, | Torı ıda,da,....d«, dz,,: 


n 
2 7 7 
. . - 


3% ı% ö r " 4: - 2 => oo vor —| 
nf / gu tx,,, )v” ” AUVdz,..; 
ge“ Oo 


so dafs es nur noch auf die weitere Reduction des Doppel - Integrals rechter- 
hand vom Gleichheitszeichen ankommt. Wird dasselbe einstweilen durch 
vorgestellt. nämlich 


- 


j pH4ti . " .... Er 1 
0 0 


geselzi. so läfst sich die Bestimmung von % auf die eines einfachen bestimm- 
ten Integrals in folgender Weise zurückführen. 


Wir ersetzen nämlich im Doppel-Integrale rechterhand 


>) 
P4 


? u... T 
m m n 


vi '? durch v. 


Dies oiebt unmittelbar 
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u 3% IT M. Mn 1 
U — N Mf / f (v .- L, 1 ) dv dz,, ı 9 
0 0 


wo zur Vereinfachung der Darstellung 


wa 
‚ Te Ir SEE Bee 
m, mit. N, 


IX 
1 


vesetzt ist; und wenn nunmehr die in Nr. 1. aufgestellte Reductionsgleichung («.) 
zugezogen wird. so ist 


r(1+ -). (14 E ) % - 
M, My-1 / y g i 17 Pr zo. l 
ME; u... "UV 'p+ı dv. 


$M3 | 
| (Hr 1 . 2 


oder auch. mit Beachtung der Gleichheit (2.) in Nr. 1.. 


u— M, 


M, RE 


Die für # gefundene Bestimmung in die oben aufsestellte Gleichung »esetzi. oieb! 


2.(p-+1) h m m, Mn 
/ ylal +22 +....+2, La, Yda,da,....dae,de, 


1 1 
r( vr) (+ ; ) er ar re 
I Ar, r Mp+ı ) j 
und wenn hier die Werthe für M und M, restituirt werden, so ergiebt sich 


endlich die Gleichung 


tn. fj 1) f m, m u Mp+r) 
/ yla, +2’ +..42, +24 ;dz,dz,....de,de,,, 


u f(., 4 
r(1+ —).r(1+- )... (4 ——) ind! 
_ 5.00 m er - Mm; a m; A / Y (v?) v"ı "m ER 000 


EM; 
0 
: ka Mm, T r Mp-1 


welche, mit der durch Induetion erlangten Reductionsgleichung (.4.) verglichen. 





die Richtigkeit unserer Behauptung unzweideutigerweise darthut. Es gelt also 
die allgemeine Reductionsgleichung (A.) für alle ganzen und positiven 
Werthe von p, wenn die Exponenten der Integrationsvariabeln, d. h. die 
constanten Gröfsen 

Ms M;. My» 2... M,. 


positive reelle Werthe haben. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII, Heft 1. 4 
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4. 

Aus der in vorhergehender Nr. aufgestellten und begründeten Reduc- 
tionsgleichung (A.) leiten wir noch auf folgendem Wege eine bei weitem 
allgemeinere ab. | 

Werden in derselben zuerst die Integrationsvariabeln des pfachen In- 
tegrals, nämlich die Gröfsen 

2, Ey Bay co. 


nach der Ordnung ihrer Folge durch 
1 l l L 


m, m, m, mp 


’ 7, E T; A T, 
ersetzt, so geht die Reductionsgleichung, mit Zuziehung der Gleichheit (2.) in 
Nr. 1., in folgende über: 





1 1 1 
— of Pa ur 
"©, (p) m m, m 
/ {,- Urt... t2,0 0 8° Rn dx, dx,....dx, 
“ { N 
- 1 
! -):- I). 15 ) . Mt +) 
Pd. PAR 2 2. vv \mm 0m dv. 
a 


Ersetzt man hier die reellen und positiven angebbaren Constanten an, , 2, .... MM, 
durch die reciproken Werthe derselben, so erhält man die Reductionsgleichung 





’'2,(p) h mn —l m,—1 mp—1 
f / | a "ei: . F » ' Are 
/ f TI, 7 .... „ CC ‚LI, me 5" Zn dx, dx; re dx, 
0 rF u; v N D 
u l (m,)-I (m,).... /’(m,) 5 (22 lm, +m, +....tm,)—I 1 
u yev)v a 
Im, +m,-+....+m,) 


in welcher die Exponenten »m,. 292. 23, .... @n,, Wie bisher, reelle und po- 
sitive angebbare Gröfsen sind. Wenn nun endlich in dieser Reductionsgleichung 
die Integrationsvariabeln 
2 5 So 
der Reihe nach in 
nn, n, n, np 
d, L, ’ dA, 2, “ Ad,X be) .. 0. 0 d, L, 
übergehen, wo die Co6ffieienten sowohl als die Exponenten, nämlich 
d,, dr, , d; , “ ER dns N,» N, , n;. m. m N,» 
reelle und positive angebbare Constanten sind. und wenn hierauf die vorhin 
erwähnten Exponenten 
Ms Mas Mis .... M, 


nach der Ordnung ihrer Folge durch 
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> u E 


rue Se nn 
ersetzt werden, wo also 7,, 73, 75. .... r, ebenfalls reelle und positive an- 
gebbare Constanten sind; so stellt sich die am Eingange dieser Abhandlung 
angekündigte Reductionsgleichung wie folgt dar: 


u BR rp—1 


’2,(p) n, | n 
(1.) / ylazı Far’ +... +2} 2 ou. 


( u 2) 1 
% 21 — + — +,..,:7- E_ 
—N / yp(v’)v MM / dv. 


wo zur Vereinfachung 
| ra)r@)..rle) 
(m) N — tt  —_ nn 
n, n, np (" + u ae tr r) 
NNyeNp a Ay" nn... N 2 p 
gesetzt worden ist. Diese Reductionsgleichung besteht für jeden ganzen und 


positiven Werth von p und die Constanten 


dx, dz,....dx 


/ 





dı = U; » d; , we ze d,s rı. T,, eier n,. N, . ae 


p® 
sind alle reeller, jedoch nur positiv angebbarer Werthe fähig; die Function 4 


endlich bleibt ganz willkürlich. 
Zürich. im April 1843. 


4 * 
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4. 
Nachtrag zum eubischen Reciprocitätssatze für die 
aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten 
complexen Zahlen. Criterien des eubischen Characters 
der Zahl 3 und ihrer Theiler. 


( Von Herın Stud. G@. Eisenstein zu Berlin.) 





Wi haben gesehen (4tes Heft 27ten Bandes d. Journ.), dafs die Frage nach 
dem eubischen Characler jeder ganzen complexen Zahl immer auf eine ein- 
[achere Aufgabe zurückgeführt werden kann, bei welcher es sich nur um den 
eubischen Character von Primzahlen handelt. Ist nemlich M eine beliebig 
segebene ganze complexe Zahl, so kann man immer 
M—= (1er d—orfefeftT.... 
setzen. wo alle Exponenten positive ganze Zahlen sind, während 5, fi, fs 
primäre complexe Primzahlen bezeichnen; und dann hat man, nach einem in 
der Abhandlung ($. 2.) bewiesenen Satze, 
1 - STESTESTEHTTEIET 
iu 131 43 319418 7 } 
wo l einen gegebenen Modul bezeichnet, der immer primär, d.h. = —1 (mod.3). 
und nicht in /M aufgehend angenommen werden soll. Es bleiben also nur wer 
"ragen zu lösen, nämlich, Criterien des eubischen Characters anzugeben: 
I) für die Zahl — 1, 
2) für die complexe Einheit 9, 
3) für 1—o, und endlich 
I) für die primären complexen Primzahlen. 
Die erste Aufgabe findet sich sofort gelöset, da, wegen (—1)’ = —1. 


| * 2 .. . 1) . . a 
|=1 ist. Die Lösung der zweiten Aufgabe giebt die Formel 
| 


% 


welche sich unmittelbar aus der Definition des symbolischen Zeichens ergiebt. 


immer R 


Sie läfst sich in folgendem Satze aussprechen: 
„Der eubische Character von og in Beziehung auf die primäre complexe 
” 
Primzahl / ist 0, I oder ?, je nachdem die Norm von ! von der Form Yn--1, 


On--2 oder In--7 ıst.” 




















A. Eisenstein, Nachtrag zum cubischen Reciprocitätssutze. 29 


Die vierte der obigen Aufgaben wird durch das Reeiprocitälsgeselz 
selöset,. nemlich durch den Satz: 


„Wenn =!= — I (mod. 3.) zwei primäre complexe Primzahlen 
' i war 
mit verschiedener Norm sind, so ist [7] — [+] 


Wir haben den strengen und alleemeinen Beweis dieses Salzes veweben. 
Aber dieser Satz lehrt nichts in Beziehung auf die Zahl 3 und ihre Thei- 
ler. Es bleibt also zur Vervollständigung der Theorie der eubischen Charactere 
noch die Lösung der dritten Aufgabe übrig. d. h. es ist ein Satz aufzustellen. 


welcher die Crilerien eo 


oiebt, nach denen auf eine einfache Weise alle pri- 


mären Primzahlen / in drei Classen gelheilt werden können. je nachdem für 


1—o w u 
dieselben | 7 e — !, oder — o, oder = 0° ist. Soviel mir bekannt, fehlt 
noch dieser Satz. obgleich derselbe zu einer vollständigen Theorie unentbehrlich 
ist; die Primzahl 1—o spielt hier dieselbe Rolle, wie die Zahl ? in der Theorie 


der quadratischen Reste. Durch die folgenden Betrachtungen wird man zu dem 











gewünschten Ziele gelangen. Es ist (1— eo) =1— 20-0’ — 30, also 

77 - Kl = Ge“ 

N 2. N . EN | vd l) 
N — in 03 und 

E #: EFAILT. Ei, 

Ya 5 ur E4; 0 N D-N) 

ee KEIN 
Ist nun zuerst Z eine reelle Primzahl 3» -- 2. so ist 17] I. also ganz einlach 

1-e] _ 2ao-n 
l 4 y 
Ist aber / eine zweigliedrige primäre Primzahl —= «-+-bo. so hängt die Be- 
» r I—o » 

stimmung des Werths von —t] von dem des Ausdrucks | j | ab. Dieser 


letztere nun wird durch folgenden Lehrsatz gefunden. 
„Wenn !=4a--bo eine primäre complexe Primzahl ist. so dafs also 
x N | 














a= —1 (mod. 3), d=0 (mod.3) ist, so hat man 
u . 
— = BE, 
wErr “ 
oder 
53 . a 4% 
er ee l für :- 2: Is Re) (mod. y), 
Et FR , fürlz 7-60, 5-+65bo. 8-+5o (mod. 9) 
TR nel ne Fu en > de 
3° er, gr ik ;}; | “ 
Feen für! = 27-+30e, 5 4-30, S5+-3e (mod. 9). 


Der Beweis dieses Satzes folgt am Schlusse dieser Abhandlung. 
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Wenn man nun a=5m—I, b=3n seizt. so folgt Al, = 
a — ab- b — Im’ — bm- 1 —Ymn --I3n--In’ = 3(m--n)+1 (mod. 9). 
folelich (N DD — 1) =em--n (mod. 3). Es ist demnach 
4 3 ' In Sans h Im-1-In In Im 2 (a 
4 u ar 7} u E | = Ida. 
„Ist / eine primäre complexe Primzahl —= «-+bo, so ist (| 
03°», nämlich 
| B az 
— 1. wen != N, S--30, $+6o (mod. 9). 
1-—o u Ba Se 0" 
7] >e wenn = 5 +30, 5—+6e (mod. 9). 
1—o 
. — go, wenn {= 2, 2-30 246g (mod. 9): 








und dieser Satz gilt auch, wenn / eine eingliedrige Primzahl ist.” 


Die bisher für Primzahlen bewiesenen Sätze lassen sich, eben so wie 
das Reeiproecitälsgeselz,. auf primäre zusammengesetzte Zahlen ausdehnen. Ist 
nemlich L == A-- Bo irgend eine primäre complexe Zahl. so behaupte ich. 
dafs. ganz wie für Primzahlen. 





4] ur re u Ze 


sein wird. Es leuchtet ein, dafs diese Formeln bewiesen sein werden. sobald 
sich zeigen läfst, dafs sie für die primäre Zahl — LL‘ gelten, wenn sie für 
die beiden primären Zahlen Z und L/ richtig sind; denn da sie für primäre 
Primzahlen gelten, so werden sie dann auch für primäre zusammengesetzte 
Zahlen ihre Gültigkeit behalten. Man nehme also an, dafs die obigen Formeln 
für die beiden Nenner Z, L‘ bewiesen seien, und suche sie aus dieser Annahme 
für den Nenner — LL‘ abzuleiten. Was die erste Formel betrifft, so ist nach 
der Annahme 


4 ! j r \ 
| e.| = gs" CE —1]) ’ | a dee or L' =) 
L r L 


also. wenn man N ZL)=3u+1. NL)=3w'--1 setzt. 


2 Da x Be u a 


Aber es ist N (L) IL) = Yuw— 3a + 3wW+1l= 3(u-+ u‘)-+1 (mod. 9), also 
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ist 1 (N(LL/) — 1) = u-+-u’ (mod. 3), und folglich auch = :; = — ginn, 


was zu beweisen war. 

Um die übrigen Formeln zu beweisen, setze man L = A- Bo 
und ’=4A'-B’o, so dafs — LL’—= 4" Bo, 4'— BB’ — AA‘. 
B'—=BB'— AB’ — AB wird; ferner seize mn A—= 3m—Il. B-— 35n, 
A'—=3m'—1, B’= A'"—=3m"—ı, B"'—3n', so ist 

A — ee ae = 3(m--m')— 1 (mod. V). 
B'— Ynn’— Im'n +-3n— Imn’--3n’==3(n- n‘) (mod. 9). 





folglich m + m’ = m’' u 3) und ni n' —=n' (mod. 5). 


Ist also nach der Voraussetzung 




















u o h mn—-n 0 m’ -+n! 
22 Dan A vi 
3 ; Zn In 4 3 7 In! 
x Bu Ze TI 

1 — 0| au Im 1 u - Im! 

u | rom 0 @ . >= 0 - 


so folgt hieraus 











seite Q EEE: og” m’-n+n! ____ £ m nt 
—LL S Z 
3 ’ 0° a 4-2 nt ( ? nt! 
BE Erz =— ee 5 
L— LL‘' » 
1 Be £ > 7 
PEN Zm + 2m’ m’, 
—LL v es 


was zu beweisen war. 

Es ist gut für die Ausübung, zu bemerken, dafs das Reeiprocitälsgesetlz für 
Primzahlen auch dann noch gilt, wenn die beiden Primzahlen zweigliedrig sind 
und zu derselben Norm gehören. Sind nämlich abo. a-- bo’ zwei zwei- 
gliedrige conjugirte complexe Primzahlen, wo « und 5 von 0 verschieden 


. . ‘ . I ) 
und, wie immer. 5==() (mod. 3) vorausgesetzt wird. so hat man |- ur | 
(L- 14 
a+b A a n 
— — | eng . Um sich davon zu überzeugen, genügt es. die beiden 
a+bo > 
Congruenzen 


a(a-+bo) =a’—b’ (mod. a+bo?),. ala -bo?) = a— b* (mod. a +bo) 


aufzustellen. aus denen nach und nach 


ee] - -borsach Br |: [7] FR Ber 5; |. 
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a+ bo? 7? [ a Ih | el [ a+bo yerer 
| a+zio I a+bo?: 4 La+bo:}' .a+bo: ILa+bo I 7 
a 7 | a? —b? | [*t u an b?-+(2ab — b?)o? | 
| a+bo?:A4ILia +bo®: re ar—bE Pol 
nee EHI - 
a a—b 43 LaJlla—-bJI LaiLla®—b2JI Lau2. 


Ä - "a+bo "a+bo?7? a 
lolet. Von der andern Seile ist | Ä | = | 1 | „folglich 





a+bo: a«—+bo 
a+bo «-+bo? r ol ; , \ 
| is EEE Id. I. Bei dem einfachen und folelich auch bei dem 
(tl + bo: . «+bo 


verallgemeinerten Reeiprocilälssatze kann demnach die Bedingung wegfallen. 
welche erfordert. dafs die Aormen der beiden complexen Zahlen relative 
Primzahlen zu einander sein sollen. Wenn also die imaginären Theile deı 
beiden complexen Zahlen P und @ durch 3 theilbar und sie selbst rela- 


> 
a a a ed; ie 
tive Primzahlen zu einander sind. so wird immeı I |p]J Sen, die 


\ormen von P und @ mögen „emeinschaftliche Theiler haben. oder nicht. 


. . u. . 4 , -pı 
Diese Ergänzung ist nölhig. weil man nun allgemein den Werth von I;J 


blois mit Hülfe eines Divisions-Schemas, d. h. mittels derselben Operation. 
welche man anwendel. um den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler von P 
und @ zu berechnen. mit der gröfsten Leichtigkeit finden kann, ohne daraul 
achten zu müssen. ob die Norm jedes Restes zu der Norm des vorhergehen- 
den Divisors relative Primzahl sei. Man vergleiche ..Einfacher Algorithmus 
zur Bestimmung des \Werihes von (7) ım 4ten Hefte des 27ten Bandes die- 
ses Journals 

Wir geben jelzt schlielslich den Beweis des oben aufgestellten Satzes 
über die Crilerien des eubischen Characters der Zahl 3. 


Beweis. Wenn » eine reelle Primzahl 3n-- 1 ist und p, =«-— bo, 


p: = abo ihre beiden primären complexen Primfactoren sind. also »,: 
pP: == 2 (mod. 3) ist: wenn ferner r eine imaginäre ple Wurzel der Einheit 


und / eine beliebige, nicht durch p theilbare ganze Zahl vorstellt. so hatten 


wir oben gefunden (..Beweis des eubischen Reeiprocitätsgesetzes”): 








Ar 1 Da PR 7 

> "—=n = yipp). | Ir u. \»P:): 
n, »ı- 

SLR  [-]r. 21 ]|r" eo -]9. 
p,- -P1- Pi Pi 


wo sich alle Summationen von A ==1 bis A —9»—| erstrecken. und wo die 
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beiden Cubikwurzeln so zu nehmen sind. dafs ihr Product 79 == p wird. Be- 
zeichnet man durch P,. P,, P, den Inbegriff derjenigen Wurzeln »*, für 


k h ‚ s 
welche resp. [—]|- -1, o oder o° ist. so dafs P,. P,. P, die drei Perioden 


; \ 
Pi 
(nach Gauf/s) sind. in welche die Gesammtheit der Wurzeln 2 der Gleichung 
x —1 
- = 
x —1 


zerfälll, so kann man die drei Gleichungen aufstellen: 

P, reP,- eP,=n, P-reP- eP,=9, P,-P, P; 
Löset man diese drei Gleichungen nach P,. P,. P, als den Unbekannten auf. 
so findet sich 
P,: 1[—1-+-n7-+%]. P,=![—-1-e’7--.09], P., :4+[—1--en- o$ |. 


Ebenso findet man. wenn 8, die Summe der ?ten Potenzen der in der Pe- 


riode P, enthaltenen Wurzeln bezeichnet. 


s.- 1[-1H[2]+Hlip] 


Betrachten wir die Gleichung vom Grade 4/p—1). deren Wurzeln 
die in der Periode P, enthaltenen Wurzeln der Einheit sind. Es sei diese 
Gleichung 

rd IK, 201 KK, 1. ete, 0. 
Die Coöfficienten dieser Gleichung werden alle von der Form 
AP,--BP,-UP, 
sein, wo A, B,C reelle ganze Zahlen sind: also werden sie auch auf die Form 
XD- En--F9),, 
sebracht werden können, wo D, E, F' complexe ganze Zahlen sind. 

Nach dem Newfonschen Lehrsatze kann man nun die Coeffieienten 
einer Gleichung durch die Potenzensummen der Wurzeln ausdrücken. Es ist 
nach diesem Satze 

K--8, IK=—-KS-S—-8—-8, 

3K—=——- KS—KS,—-8,—1(538,8,— S}—2S,) u. s. w. 
Setzt man allgemein 
K,—} (D,-- Eın- 9). 
führt in die eben erhaltenen Gleichungen statt S,. S,. 8; u.s. w. ihre vorhin 
gefundenen Werthe ein und bemerkt noch, dafs „9 —p, "—=p 4, F—p,n. 
”=pp,. n ==pp, ist. so kommt 


D=ı, E=-—1l, F 


ef, 


’ ’ 4 ’ ee 2% 
PREEVHFENGRE DIE Wan? < OOB TERN ARE 

4 3 J 3 2 6 P: Pi ” 6 Pr -P, ) 
Crelle’s Journal f. d. M, Bd, XXYIIL, Heft 1. > 
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D, — 5; R8+6P—ppı—pp.+9p 2. )+»[Z-]}; 








2.37 
BE, — ga Res.) 
F, = ER I 12—3p-+3p,— 9|--]4 |] #[&]}: 
nn 3 WW 


9 
Die Gleichung für F}, beweiset, dafs , —?—3 >=] durch 6 theilbar ist; man 
1 


-0Q9- 


hat also p, = 3| = | im (mod. 2). d. h. es ist nr — 1, o oder 0’, je 
i 1 


Pı 
Pr os . ) . 
nachdem p, = I, o oder g° (mod. 2) ist: d.h. es ist | |= ki |; wie aus 


p 
dem Reeiprocitätsgesetze folgte, aber jetzt auf einem neuen Wege gefun- 





vi. 
1 


den wurde. 


Die Formel für #', beweiset, dafs 


-4— pm —3 —H IP: [--| — 6[--| =0 (mod. 9). 


Erwägt man, dafs p, = —1 (mod. 3), also 39, = —3 (mod. 9) ist, und dafs 
|, | | & | nur entweder —= — ! oder — ? sein kann, also immer = —1 
1° . l 
- ° z “ 2 ‘ + « » > 
(mod. 3) ist, so erhält man — |, ]- 3p|, | = 3 (mod. 9); folglich geht 
ı l 


die obive Coneruenz über in: 


I—p» -n—6|,-] —= (0 (mod. 9) oder 


l ‘ r I { f ‘ 3 f | « 
ı(—1—p--p9): [| (mod. 3). 4 = 42(p+1—p,) (mod. 3). 
ı i 
Setzt man daher p, =a--bo. a=3a-N, b==3P, so hat man =] 
| | -Pı 


I!» —1)— a«— Po (mod. 3). Ferner ist 
p- a — ab- b’ — 9a” - I2a- 4 — Vap -bP+- = 3a +3P-+4 (mod.9). 


also ist 


Ip —-N=o -7-- 1 (mod. 3). 


3 
Verbindet man diese Congruenz mit der vorigen, so kommt 
I - ‘ 
| ] I--P3(1—o) (mod. 3). 
Pi 
Also erhält man, je nachdem 9 == 0, 1, 2 (mod. 3) ist, 


/ 
I j 
| | I. 0. o (mod. 3): 
D, 


was nicht anders voeschehen kann. als wenn in den drei Fällen resp. 
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| = I. o. o ist: also ist in allen Fällen 
— :0”;, was zu beweisen war. 
-Pı 


Setzt man die obigen Formeln für die verschiedenen D, E, F beliebig 
weiter fort, so kann man auf demselben Wege eine Reihe von beliebige vielen 
Lehrsätzen ableiten. Das hier angewandte Prineip ist aber auch für die Theorie 
der höheren Potenzenreste von Wichtigkeit und liefert namentlich die Ergän- 
zungssätze, welche in den allgemeinen Reeciprocitätsgesetzen nicht enthalten 
sind. Auf diese Weise erhält man z. B. mit der gröfsten Leichtigkeit den 
Satz, welchen Gaufs in den 9 letzten Paragraphen seiner zweiten Abhandlung 
über die biquadratischen Reste bewiesen hat. 


Anmerkung. In der Seite 252 drittes Heft 27ten Bandes von mir aufgestellten 
Formel befindet sich ein Druckfehler. Die Formel heifst nemlich: 





sr Ipn !(q—1)p: 
tang tang 3 lang . Ak r) 
n 7 L 7 nr 7 \ 
an BE uni si. di se irre 
’ LE +4 | (—1)n 
lang — tang — tang ———— 
7 7 q 
zı vqn I(p—l)yn ] 
tang tang 1 lang ws : 
er ei E72 nie 
749 In Ar Pet (p—1)n ı(p q)°: 
lang — tang —— tang ° 
> p a p p 


dort steht rechts unrichtigerweise — 4 (p — q)?. 
Einen Druckfehler, der sich im zweiten Hefte auf Seite 106 befindet, bitte ich eben- 
falls zu verbessern. Dort ist vor a«1?, b4?, cA?. d 4? das Zeichen weggelassen 


worden. 
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>. 
Transformations remarquables de quelques series. 


(Par Mr. G. Eisenstein a Berlin. ) 


(Suite de Varticle No. 14. tome 27. de ce journal. (et article commence cah. 3. tome 27.) 





Nouveaux developpements des ionctions elliptiques. 


m . 1 N de« a7 ) ai M 
E sant K 2 IRER...... LTR = K’+k"'—1. 
y:1—k?sin?g) . | 


u 


„ on a les formules tres simples: 


5 ) - 


(= 





On peut done exprimer le carre de la premiere fraction continue par une 
autre fraction continue d’une loi egalement tres simple, c’est a dire par la 
suivanle: 
I $p:(14-p— p(1+-p): (14 pP PAa—p:(I4+pP— p’(I-+-p*) 
(14 p®+-p’ Ip): (14-p" — etc.))), 
> K 
En donnant aux symboles 
sinam, cosam, ./am, tang am 
la meme signification qu’ils ont dans les „Fundamenta nova” de Mr. Jacobi, 


dont la valeur est 


et en posant pour abreger, 
TxX 


s IK 
Y— | , u = 


sinamxz = 
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A+Bi— A _ 
3? 
Pl; 
12? 
In BF —_ 
‚ 222 
14m —# u = 
3,2 
I 
' pizı 
1+pt— 


1-+p5 — ete. in inf 


























9, | k' 
cosamx — -- 1/ “ z w; 
vp (i v > C D’). 
une "WERNER ZUHER: 
2 
5 SOME. ERENTO 
En pPp— pr — 
ı P’2 
1+p2+ 2 u 
in 
14pe 1 P 
he i rn zug 
snamxc _ BL | 
r = sın — .(E?-1- F?). 
nn vpvam)  2# a, 
E+Fi=—_ 
Mh Se KH. 
1—p+ p2 — 
2»2 
(4m 2 
Ip + od 
6 — Pi % 
_ 9° etc. 
cos am.r 2 
Ten aan an ? I m?° 
I am.r Yp /h Kr (6 A). 
1 + —___ 
1+» Em RER: 3 
(pr + Per Ä 
Va ZEN 
1+p:+ 2 
As t7. er etc. 


Jamz — yk‘(P?-1 0°), 





Pig 2 
N 2p2? 
+ Ä 
1—p? — Em 





(1—p“ 322 
pi +! E u 8\ 323 
1 — p® — un. p*)p 








ee LTE Pr 


p\® etc. 
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1 NE .. 
tang am —= WE lang sr (BR°--8°) 
R+Si— — 
1— — - 
(1—p*) 122 
pe FE 
Ip (1—p*) TAEZEEN 
£. „4, A—p®)p?2? . 














1 —p! — Ns )pt2? 


1—p!° + etc. 






Il existe un grand nombre d’autres developpements nouveaux des fonc- 





tions elliptiques, que je reserve pour un aulre memoire. oü jessaierai a les 







expliquer avec leur prineipes. 











Pour le cas oü n est un entier ?mpaer, w designant une racine pri- 
mitive de l’equation @—1, Mr. Gaufs a donne la formule 






I-w"+-w”- w”- nr BEE : 1—w) 1—w° )A—w’).... 1—w”7?). 





En transformant ce produit dans la serie suivante 





1— w (1- —o) (1— (1— w?) | d—w) (1— 3) (1—w®) " 
| 41_w? "io? :)(1—w*)  A1— or) A1-o(1—as) ! eic. 















et en developpant celle-ci en fraction continue, je trouve 


4 







































() 
ae 
I w? 
AT 
l . w*® — , Wr: 
Ze 1+ 0"! : 
Cela fournit cette equation remarquable: 
l | ww! Bi oo” | wu” - .- w n—=]\) 
1 
1 
Lt t17 
1 
14 wo — — 
1 w? 
PR 140° a wm? 
1+o"-! 
D’un autre cöte on a, comme l’on sait, 
| +w =ıl Ww _) -w u nr 4.0 ilna—ı)) —— wel) v(— 1)" 1) .n). 


ou le signe du radical peut etre determine par les methodes connues. On a 
done aussi 
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(ni) 

IL __ 130-1) a RN 
De a Fu 
1+0— - Sn 





we 
EP LEER 
r ns a 
toi 
Celte expression en fraction continue et finie du radical Y(+n), suivant une 
loi si simple, me parait tres remarquable, et je ne crois pas qu’une formule 


semblable soit deja connue. 


Je remarque encore que l’on a 


(i _- = (1-5) (1— = in inf. = (2) 








se l + ne 
a 1—p? ‚piz 
1—p» . p2 
ui 1—p* p*z 
1—p? 2 2. p?z 

. a 9 z ’ 
— en eh ete. 
1 —p3 


Tous les denominateurs sont iei des fonctions enlieres de p. Soit z=1 et p 
un nombre entier, tous les denominateurs et tout les numerateurs seront des 
nombres entiers, et les premiers surpasseront toujours les derniers. On conelu! 





a 1 1 1 
de la que la valeur du produit infini (1 _ — (1 — ar ——).... est tou- 
p p?® p°® 
jours une quanlild orrationnelle, p &lant entier et —> 1. A l’aide de la formule 
p(z) —(1 — .)(,) on peut exprimer rationnellement g(z) par une autre 


fonction (5). dont la variable est d’une pelitesse arbitraire. En consideran! 
done altentivement la fraction continue, il sera facile d’en tirer une propo- 
sition plus generale; ce que nous laissons au lecteur. 


Toutes les fractions continues que nous avons presentees icli, ne son! 
que des exemples particuliers. Les möthodes que nous avons employees pour 
y parvenir nous ont fournis des fractions continues d’une generalite telle, que 
Jose assurer qu’elles renferment, outre une foule de resultats nouveaux et tres 


remarquables comme cas Speciaux, toutes les fractions eontinues trouvees jusqu’a 
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present. et surlout toutes celles de Mr. @aufs. C’est ce que nous explique- 


"ons dans une autre occasion. 


Ce qui m’a fort interesse dans ces recherches, ce sont les equations iden- 


Iiques qui se presentent en comparant les resultats. Ainsi, par exemple, parceque 


la fraction continue dans laquelle nous avons developpe la serie I+-w"! Hm"? I... 

.- w "=" se trouve aussi sans le secours de la transformation de Mr. 
Gaufs, il en resulte une nouvelle maniere de verilier cette ingenieuse trans- 
formation. Il existe des resultats analogues pour les formules qui se rapportent 


aux fonctions elliptiques 
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6. 
La loı de reciprocite tiree des formules de Mr. Gauss. 
sans avoir determine prealablement le signe du radical. 


(Par Mr. G. Eisenstein a Berlin.) 


M.. Gauss a deduit la loi de reciprocile entre deux nombres premiers im- 
pairs quelconques, des formules remarquables presentees dans son beau memoire 
ayant pour litre: „Summalio quarundam serierum singularium.” Cette demon- 
stration. qu’on trouve aussi dans un excellent memoire de Mr. Dirichlet *). 
est maintenant bien connue. et l’on sait que les considerations de Mr. G@auss 
exigent necessairement la determination du signe du radical qui entre dans 
les formules eitees. Mais la determination de ce signe est un des problemes 
les plus difficiles de la science des nombres, et les recherches preliminaires 
qu’il y a a faire pour vainere cette diffieulte paraissent diminuer beaucoup la 
simplieit@ de cette demonstration. Nous ferons voir iei, comment on peut 
deduire des formules de Mr. Gauss, la loi de reciproecite, sans avoir de- 
termine le signe du radıcal 

Soient p et q deux nombres premiers impairs, et supposons y —p; 
soit de plus r une racine imaginaire de l’equalion <= I, et posons pour 


abreger. 
k=p-1 


kzp-l,k\ , | EN. a 


kml k=i 
Les formules de Mr. @auss donnent les deux equations suivantes: 


) a — > S, 


ER: 2. pl 
A) 8° = (— PD. 
Si l’on eleve la seconde de ces deux &quations a la puissance 4(y-1) et que 
l’on en rentranche la premiere apres l’avoir multipliee par S, on trouve 


Ss _88,— (— PD Kt par _ (TE. 
p 


Substituant la valeur du quarre S° fournie par l’equation (/?.), on aura 





*) „Sur Fusage des integrales definies dans la sommation des series finies ou infinies, 
Tome XVII. de ce journal. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII,. Heft 1. 0 
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Y \n T Un KUp—1)3(4— ı(ly— T 
Y) SSP—S) = (—-NP”p - Du u) 5 »—(#)). 


Pour abreger, nous designerons l’expression a gauche par x. 
En developpant la puissance 8”, on voit aisement qu’elle renferme: 
1) Les giemes puissances de tous les termes individuels de la serie S, c’est a dire 


x k q I u { 
les termes de la forme ( 4 rr—( 3, La somme de ces termes sera —-N,. 
pP p 


2) Un nombre de termes dont les coöfficients sont divisibles par g. 
On voit done que l’expression S(8’— S,) peut prendre la forme 
qA+Br-+Cr’-+....+Krr), 
ou A, B,Ü,.... K sont des entiers reels. Donc on a 
x —= g(4A+Br--Cr-+....+Kr’”). 
Comme rien n’empöche de remplacer dans tous ces resultats 7 par ses 
aulres valeurs 
eu, 
on aura aussi 
x = q(4+Br’--Cr'-....), 
x = q(4-+-Br’-—-Cr’--....), 


x = p(A4+ Br Or...) 
La somme de ces p— I equalions est 
(p—N)x = yl(p— )A— B—U—....—K), 
ce qui prouve que (p—1)y est divisible par q. De la, p(p—1I) n’etant pas 
divisible par g, on conchut 


ANCE-N)ig-N ai-D — [1 
(—1) pe» — “ (mod. 4). 


I) — 7 __ NEo-Dig-D (1 
p = ey (mod. 9). 


A Dan (9 
7) we | 7). 


ce quiil s’agissait de prouver. 


d’ou Von tire 


Nous demontrerons par une analyse semblable le theoreme relatif au 


) vr 
5 “ I) “. - 2 sure | 
nombre 2: c'est a dire la formule ss — (19, 


En combinant les deux equations suivantes 


TER BR RER - ey’ )ay Kg) S Ky’—1) 
ENDE, 2 ya en, 
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ou { designe une racine primitive de l’equation x=° — 1, el ol les sommations 
doivent s’etendre aux quatre entliers y inferieurs et premiers ä 8. on oblien! 
lacilement 
(2(- FD DIT 3 DE] 
(EI — (— 1,39 -0), 
On tire de la par les m&mes considerations comme ei-dessus, que le second 
membre est divisible par g, ce qui donne la congruence 


isch? Lg’ 
gr) = (— 1) (mod. g). 


8\ 2% j rt 
= &) = 1-10. 


Berlin. Mai 1844. 


done 
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T. 


Neuer Beweis und Verallgemeinerung des Binomi- 
schen Lehrsatzes. 


( Von Herrn Stud. G. Eisenstein zu Berlin.) 








Hairssatz. „Wenn m und n zwei ganze positive Zahlen sind. so 


eeht der Ausdruck 
p"” EN I} 


„—i 
En . WB _. . 
für p== I in — über. 
n 


In der That: dividirt man Zähler und Nenner dieses Ausdrucks durch 
p— 1, so erhält man 





y + pr? + BEER +» +1 
pP"+P+..+pH+1 


. . . m . . . 
und dieser Quotient geht offenbar in re über für »—1. Dasselbe ergiebt 


sich hieraus leicht, wenn m und n beliebig sind. 





Man betrachte den Ausdruck 

I. ya, = (I-4-r)A+-pr)I1+-pr).... I+-p'r). 

Derselbe genügt offenbar der Relation 
2. (+pz)yle) = (I 2)ylpe). 
Da y(x,c\ eine ganze Function «ten Grades von x ist, so kann man 
3. 90) = u, +ArT + Art... +A,r° 

selzen, und es handelt sich darum, die Coöfficienten A zu bestimmen. Zu- 
nächst ist A,== I. Setzt man, um allgemein A, zu bestimmen, die Reihen für 
y(z) und p/px) in die Relation (2.), so erhält man 


1=« 1=e 
(1-+pz) zZ A,c — (l-+-r) 2 A,p'r'; 


10 A, 
folglich ergiebt sich durch Vergleichung der Glieder, welche auf beiden Sei- 
ten in dieselbe Potenz von x multiplieirt sind, die Coeffieientengleichung 
| En Fr: t—1 
A,- pA.-: — A,p -4_”,p N 
und hieraus 


4. A, —. EI A,_, “ 


mithin 
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Erwägt man, dafs 4,=1 und 14+2--3-+....+1—1=4t(t—1) ist, so 


I 


kann man den Ausdruck für A, auch wie folet schreiben: 
a a rt en 


en Tape“ Fun a ee a 








Man erhält also 
6. plaa) = (+) +pE) 4 Pr)... (14p°" 2) 


imma ’ u. 2 1 
N u a 

Setzt man in dieser Formel, welche für jeden Werth von p gilt, p = 1. so 
kommt links (1--&)°, während rechts der allgemeine Coäfficient A, nach obigem 


Hülfssatze in 


m een Pr p' => r 








a a—1 e—2 @e—t1-+1 
1 2 3 Ma 
übergeht. so dafs 
m\a ı & ; @(a—1) ,| Fe 
. A420 = 14-24 Tr... +2% ist 


Man sieht an diesem Beispiele, wie zweckmäfsig es ist, Ausdrücke 
als specielle Fälle von andern, allgemeineren zu betrachten. Durch die 
Einführung der neuen Variabeln p war es möglich, eine Relation von der 
Form (2.) aufzustellen, die zwar für den speciellen Fall p —=1 ebenfalls gültig 
bleibt, aber dann für die Entwicklung nichts liefert, weil sie identisch wird. 


Die Coefficienten A,, welche im Grunde wieder Functionen von der 
Form y(x=) sind, besitzen ganz ähnliche Eigenschaften wie die Binomial- 
coefficienten, und enthalten diese letzteren, wie man sieht, als specielle Fälle 
in sich. Wenn « und 5 irgend zwei ganze positive Zahlen sind. und man 
setzt in der Relation 
A+-&)1-+pE)....(I4Hpt-'r) — 
A+z)I+pr)... (14-pz)x (1-4 pe)(1-+-p.pz)....‘ d-4-pi.p x). 
d. h. in 


p(2,0--P) = Yy(z,o).y(p’z,P) 
die Reihen für die drei Funclionen p aus (6.), und vergleicht dann die ent- 
sprechenden Glieder, so erhält man 
. G= 4+4_”,B,pP+4A_B.p° +... +Bıp“. 
Es bedeuten hier B,, C, resp. Dasjenige, was aus A, wird, wenn man ß, &-+-/ 
statt « setzt. Stezt man in (8.) überall p‘ — u, p®— v, so gehen beide Seiten 
in ganze Functionen von % und vo über, und es erscheint nirgends « und 
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mehr, aufser implicite in « und v. Bringt man nun die Gleichung auf Null. 

hal man eine ganze Funclion von wund v, die für unendlich viele Werthe 
dieser beiden Variabeln (welche allen ganzen positven Werthen von « und / 
enisprechen) verschwindet, und die also eben deshalb auch nothwendig zdentisch 
verschwinden mufs, d. h. für jeden Werth von w und e*). Es ist hierdurch 
die Gültigkeit der Formel ($.) für jeden Werth von « und £ bewiesen. Ver- 


allgemeinert man nun die Bedeutung von g(x,«). indem man unter diesem 
1z=0 
Zeichen für jeden Werth von « die Reihe & A,x’ versteht (so oft dieselbe 


1m 
convergirt), so folgt aus dem eben Bewiesenen rückwärts, dafs die Relation 
up E Er 
Q, Y (2; 10 1 P) ee f (2,0). 'p'x,/) 
nicht blofs für ganze, sondern auch für beliebige Werthe von « und / stalt- 
finde: und hieraus folgt wiederum, wenn man p==1 setzt, dafs die Reihe 


alu - , ale —1)(@ — 2?) 
I+ —e- une a a x’ etc. — wl(a 
l 142 14 di 


für jeden Werth von «@ und > der Relation 
10. w(a-+-P) = w(a)w(P) 
genügt. Diese Relalion liefert sogleich mittels bekannter Schlüsse (deren sich 
z. B. Dirichlet und Ohm bedienen) den Beweis des allgemeinen Binomi- 
schen Satzes für beliebige Exponenten. 
Die Function Y(z, «), wie sie in (1.) definirt wurde, ist nur ein spe- 
cieller Fall des unendlichen Products 
_—. A+n)A+p ee a) in inf. 
(+ pe a) ti + perl +pettr) in inf. 
welches in das dorlige g(x,«) übergeht, so oft « eine poselive ganze Zahl 
ist. Dieses unendliche Product convergirt immer, wenn man (p)<{1 annimmt: 


was wir demnach hier thun wollen. Sucht man dasselbe nach dem obigen 


Prineip in eine Reihe nach Potenzen von x zu entwickeln, so findet man 
genau dieselbe Entwicklung wie für p(x, «), nur dafs hier « beliebig ist. 
und es ist für jeden Werth von e: 


I+x)(1+pa)(i+p?x) in inf. —. 


De RB: z ur nt 
11. A+pa) ii tmHta) tptrE) in inf. ve) = 2 48 


E| en 1)(p° — p) (p® — 2)... (pe — pt) 


(pP—1)(p® —1)(p® — 1) .... (pl 





*) Eine ganze Function mufs schon identisch verschwinden, wenn man nur weils. 


dafs die Anzahl der W erthe der Variabeln, für welche sie verschwindet, ihren Grad um 
eine Einheit übertrifft. 
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In dieser Formel ist zugleich ein neuer Beleg für die Richtigkeit der Rela- 
tion (9.) enthalten. 

Die Relation (9.) liefert für specielle Werthe von « und % interessante 
Resultate. Man sieht z. B., dafs der Quotient der Einheit durch eine Reihe 
von der Form & A,x’' wieder eine Reihe von ähnlicher Form ist, u. s. w. 

Setzt man in (11.) ==», so wird »p°==0 und man erhält 

I=% a: 1)! pam 


12. (1+z2)1--pe)t-+pzx) ninf. = > 


So -DR N... —D” 


Die unendliche Reihe zur Rechten gehört zu den wenigen, welche für alle 


Werthe von x convergiren. In der That: der Quotient zweier aufeinander- 


foleenden Coöffieienten ist 


welches, wegen N(p)<- I, gegen Null convergirt für P— x. 

Setzt man in (8.) p— I. so erhält man die Relation zwischen den 
Binomialcoäfficienten. welche auch unter dem Namen des Binomischen Satzes 
für Factoriellen bekannt ist. 

Das Produet zur Linken in (12.) verschwindet offenbar für die folgen- 
den Werthe von 2: 

TE 
pP p p 
und für keine andern; also giebt dies alle Wurzeln der transcendenten Gleichung 
I= — 1! „irn 


- mÄCHDRHTEUERENEEEN ER UURE 
Ar — 1)(p®—1)....(p'—1) ) 





Diese Bemerkung liefert eine unendliche Anzahl von Reihen, welche alle - 0 


sind, z.B. 











L- ER nn BEE. —— + in inf 0 
pl! p-VDp"—Dd | (php? —1)p’-M i ’ 
l 1 | 1 | . a 

en BE. — E AUIR. DB in inf. 0. 


Pt p DDR -N RT PHP —NW—D'p 


u. 5. W.. allgemein 
Ii=® 1(1—1) 
5 art) | 
>? " II Bi ar 1 We t _— 0), 
u (PP N) ....(p— 1) p” 
für jeden ganzen positiven Werth von ın. Da diese Reihen für jeden Werth 


von p verschwinden, so mufs auch, wenn man sie nach aufsteigenden Po- 


tenzen p mit constanten Coöfficienten entwickelt, jeder einzelne Coöfhicien! 
verschwinden. Dies giebt eine Reihe ziemlich interessanter Sätze. Z.B. die 
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erste Reihe liefert, wegen 

1 er 1 _ 

Zu" 5 Bund) 
Boa zp‘: | pp‘ +25, — pPZp +28, r3e, _| PR +(— 1)’ pe» Zp: +25, +00 
4- ininf. —= 0, 
wo jede der Zahlen s,, $2, .... alle Werthe von O0 bis & durchläuft. Be- 
zeichnet man durch f{A,t) die Anzahl der Lösungen der Gleichung 
k= 72, +35+....+19, 


so ist der Co6fficient von p* offenbar 


— — f(k, 1)+-fk— 1,2) —f(k—3,3)+ fk—6, 4) —.... 
tel fR—- 1AE— 1,94 ee.; 
also ist 
ve fkNY)—fk— 1,9) +-fk—3,3)—f(k—6b,4)- etec.. 
bis die Reihe von selbst abbricht. 
Allgemein erhält man auf dieselbe Weise: 


f(k-+m, 1) — f(k--Im—1, N?) -+ f(k4-3m— 3,3) —f(k-+-4m—6,4) + etc. = 0. 


Ahnliche Folgerungen lassen sich an die allgemeineren Formeln (11.) 
kinüpfen. 


Berlin. im Mai 1844. 
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8. 


Entwicklung von «“. 


7 


(Von Hrn. Stud. G@. Eisenstein zu Berlin.) 





W en a positiv und < 1 ist, so folgt aus 


«@ in inf, 
a® u Bi 
ee 


folglich ist 7 aus der transcendenten Gleichung 
ß 
BP = « 
zu bestimmen. Statt dieser betrachte man die allgemeinere Gleichung 


n 


(1) 2" my 
Setztman 2—e, y=e’, welches <=logr, n=logy giebt, so geht die 
Gleichung (1.) in | j 

(2.) —<—n 
über. Um 5, oder allgemeiner 5” in ; auszudrücken. wollen wir 


=Uu 


GO) Fer >4r 


im®& 
setzen und die Coöfficienten A, zu bestimmen suchen. Differenziürt man die 
Gleichung (3.) auf beiden Seiten nach S, so kommt 


Qs| Qr 


Wr 


wert — ZB E)AnTt. 


Es sei p eine positive ganze Zahl (oder Null), und man multiplieire die letz- 
tere Gleichung auf beiden Seiten mit »7"*?), so dafs 


t>® 

















cm—1 „—(m+p | u 
(4) mine — 2 (tm) An. — 
t=0 0 
SE t+m EP) | pLmyA, Oloem ı "Zi ttm_ 4 Ant) 
5 Arm ET pm + 2 ae 
= t—Pp as os t=p+ı EP og 
Aus (2.) erhält man 
s=U /__4\83)8 \s 
ml „—(m+p) — Erg (m+pJn# — 5 (—1)’n (m+p)' ge-pmt, 
> / s ' 
‚= 2 ” 
s=>« Ss Ss 
1 x n’t—») „u4H_, 
n‘ Pine &t-P gtt-p)ns — 3 - ( -D) & +1 P, 
sd S. 
/ nt s=U 
olnP) Ä "(t—Pp) zn 
— = 2 (s+i— ya 
8 1. A er" Das, 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIH. Heft, 
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1» 


und endlich log —=log5--nS, folglich 
co (log n) ’ | 
— — ln. 
o£ 
Selzt man alle diese Werthe in die Gleichung (4.), so wird dieselbe nur noch 


die Variable £ enthalten, und man erhält 


( 
m 


[ \ n’ pr sHm—-p—l ! N nt } 
In ,*,. Eur (ass ra A )+n- m) A,S""+n(p+m)4,. 


In der Summe zur Rechten ist der Werth == p auszuschliefsen. Vergleicht 
man hier alle diejenigen Glieder, welche auf beiden Seiten mit 5" multiplieirt 
sind. so ergiebt sich 
(—1)P nP (m-+p)P AL | 
n ———— ae (p--m)A,, 
also 





(6.) A 


’ 
so dals 

Q) Fe" 23 - 
ist. Die Gleichung (5.) liefert noch, nach Einsetzung der Werthe von A4,, durch 
Vergleichung der übrigen Potenzen von 5 unendlich viele Gleichungen. welche 
für unsern Zweck nicht nöthig sind. 


Aus der Gleichung Se""=n zieht man e“* -) = "—; aber zu- 


l 


folge Gleichung (7.) ist 


also ist 


für 2°" = y. 
Diese Reihen sind ziemlich merkwürdig, weil in ihnen die Grundzahlen 
und Exponenten zugleich in arithmetischer een fortschreiten. Man erhält z. B. 


log sr , (log y) 


of 1 wi ’ 


z — 1-+looy — 
i wi u 2; D! 


wenn 2 =y ist, 














8. Eisenstein, Entwicklung von a“ . 91 


11 dlogy)? ı 4. log y)* ı „„(logy)* r 


+ tm 


2! 3 79 
wenn yz==y ist, u.5.w. Auch sieht man. dafs das Produet beliebig vieler 
solcher Reihen wieder eine Reihe von derselben Form hervorbringt. 
Um die Convergenz der Reihen in (8.) zu untersuchen. wollen wir 
den Quotienten aus dem /--- Iten durch den /ten Coöffieienten betrachten. Dieser 


x —= 1--logy- eic , 


Quotient ist (1 -g 
. d-nt-n)! | un. % nt 
i+1' Rn) ” AN! 
14 — —) : 
nt 
Für 2= x convergirt der erste Factor gegen —n, während Zähler und 


Ak} 


Nenner des zweiten Factors nach einem bekannten Salze resp. gegen e 


und e ” convergiren. so dafs die Grenze des ganzen Ausdrucks 


den 
= —nN —— = — Ne 


h 


lie 


für == x isl. 


Die Reihe (S.) convergir! demnach für alle Werthe von log y, welche 


) 1 5, . u : 
zweschen — — und -—- —— liegen, also für alle Werthe von yv zwischen 
ne "ne i 
ne 
„und ye. 
ve 


Dem ersten dieser beiden Grenzwerthe entspricht offenbar der Werth x == e 
Es ist merkwürdig, dafs dieser Werth mit demjenigen zusammenfällt, für 
welchen die Curve, deren Gleichung zwischen rechtwinkligen Coordinaten 


vv 7“ 


’ 


ist, ein Minimum oder Maximum hat, je nachdem n resp. positiv oder ne- 
gativ ist. Man sehe die Figuren 1. und 2. (Taf. 1.). 


ß 
. t 
Wir hatten aus © —/, wenn e<1 ist, YP==« gefunden, also 


ergiebt sich jetzt 


ın 2 _ bi . « . 2 in 
m _ jpg 3 doge)? | 2 (loga)” |, -; (lage)! | „logo | ie. 


” Ja u Ze 5! 


und dieses Resultat gilt 


von «= — 0,6922 (excl) bis a— 1 (inel.). 


ve 


7 " 
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Die hier aufgestellten Reihen waren ein erster mathematischer Versuch 
in meinem funfzehnten Jahre. Ich berechnete damals auch eine kleine Tafel, 
welche aus der Gleichung 2°=y für ein gegebenes y das zugehörige x 


bestimmt. 


y 
1 


2 
3 
4 


1,000000 
1,559611 
1,525456 
2,000000 
2,129373 
2,231529 
2,316455 
2,388427 
2,450954 
2,506186 


Y 

11 
12 
13 
14 


15 


17 
1S 
19 
20 


x 
2,555605 
2,600295 
2,641062 
2,678524 
2,713164 
2.745381 
2,775449 
2,803663 
2,830223 
2,855309 


pP 
2,879069 
2,901638 
2,923122 
2.943622 
2,963220 
2,981991 
3,000000 
3,017306 
3,033959 
3,050009 


Y 
31 


32 
33 
34 
39 
36 
37 
38 
39 
40 


x 
3,065491 
3,080448 
3,094912 
3,108915 
3,122484 
3,135642 
3,148415 
3,160828 
3,172894 
3,184633 


Ich will sie hier dem gegenwärtigen Aufsatze beifügen. 


F 
90 


60 

99 
100 
101 
102 
103 
104 
105 


. 
3,287261 
3,370040 
3,592876 
3,597285 
3,601647 
3,605960 
3,610241 
3,614468 
3,618654 


Die Curven, deren Gleichung 2°” = y ist, dürften für den Anfänger 
in der analytischen Geometrie ein instructives Übungsbeispiel darbieten. 


Berlin. im Mai 1844. 














8. Eisenstein, lois de reciprocite. 93 


9. 
Lois de reeiprocite. 
(Par Mr. G. Eisenstein & Berlin. ) 





Nouvelle demonstration du theoreme fondamental sur les residus quadratiques dans la 
theorie des nombres complexes. Demonstration du theoreme fondamental sur les 
residus biquadratiques. Le theor&me le plus general sur les caracteres biquadratiques. 
qui comprend, comme cas particulier, le theor&me fondamental. 





Soiı p un nombre premier reel 4n--1, soient p,, 9, les deux nombres premiers 
complexes de la forme «@--/% qui, ayant » pour norme commune, sont tels que 
pı =p.=1 (mod. ?2) et l’equation 
aP—1 
xv—1 


unique de 2 qui satisfait la congruence 
ı k 

ap) — | — 3 k 

k = | (mod. p,) 


Cela RR on a comme l’on sait, et comme nous l’avons deja prouve, 
= 2 P} . 
la ]r ) — S' — p(at-bi); (a-+-bi)(a— bi) — 


(= 
- 2 [-- -]r ) — T’ = pla—bi),;, abi = a—bi=1 (mod. ?). 


k=1 
Je 2 que Ton peut poser a-/-d?—p,. Nous avons prouve dans une autre 
occasion *) que l’on a 


a+bi - 2 [] [>=] ‚„ a—bi - 2 (7][2>], 











— 0, et designons par le symbole —] la puissance evidemment 


(2 





ce qui donne 


ED (GL IP-D (mod. p)), 


mi 


a--bi 
o=p—?2 


a—bi = 2 oda 1)P-D (mod. p); 


o—=1l 
mais il a ete aussi demontre que ces deux dernieres sommes sont respeclivemen! 


Fr. un GP—N)! h 
=0 (md.p), =— GP -NGP-D)! (mod. p): 








— 


*) Voir „Beiträge zur Kreistheilung” cahier 3. vol. 27. de ce journal. 
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en designant par m! le produit 1.2.3....m. On a done 


(4(p—1))! 
GP-H)Gaß-ny (mod pı). 








ab =0O (mod.p) {bis — 


Mais p, n’etant pas divisible par p,, il faut qe a+b: — 9. Celä etanı. 
on obtient encore a— bi? —=p,, parsuile 


u GpP—1))! Ä 
= — (np as (mod. p9,). 


ei de meme 


FRE __ G@bp-N)! 
AZ TGpen)Iia@p-ny: (mod. p.). 





ce que je remarque en passant. 
Dans ce qui suit nous ferons surtout usage de ces deux &quations: 
kz=p—I k3 a 4 
u? ( >> zus ff ) — N! — ß 
( ) D, Ip, 1 PP, ’ 
k=p—-1Ir kr + 2 
(2.) ( z Pu r*) — ” = PP;. 
1 LP, 
Soit qg un nombre premier reel de la forme 4n-+-3. En elevant les 
deux membres de l’equation (1.) a la puissance 1(gQ°--3) il vient 
(3.) se+3 —= (pp)) ag” 7 3) 
D’un autre cölte. on a aussi. comme l’on sait. 
k=p-lIr e & ( 
(4.) 2 — |?" u S,:  — |=].s 
—_ Pı Pi 
En combinant cette sn apres l’avoir multipliee par 8°, avec l’equation 
(1.) on en tire 








ZN I ae Ci 2? 
5.) S°S,: = : [=]pri. 
Retranchant l'equation (5.) de celle PR il vient 


6. 3 N‘ "ine N ‚t ann ? ? it ),n Sg, 
a Eg7107 Da EEE 


Il est aise de voir que le premier membre de cette derniere &quation peut 


prendre la forme 
q(A-+-Br--ÜUr’ --....) 
ou 4, B,C,.... sont des entiers complexes. On a donc 
2 

7 2 1 gr—1 1 Pa | | v2 | 

@) pp}: (pp: ya’) _ - [>= |} —= g(4+Br-ÜCr+....). 
Comme cette MLcR, subsiste quel que soit la valeur de la racine r, elle prouve 
que Fentier complexe qui compose le premier membre est divisible par g. 
Si on remarque encore que pp? n’est pas divisible par le nombre premier g, 
on a la congruence 
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8) (pie = 1} (mod. g). 


et cela donne, g’ etant la norme de g, 


a] = 
7 An! 


a ) ul, 
Puisque evidemment [=] — I, il vient 
( 
Pı 71 
9. [=] BR [>=] | 
(9) 1 Pi 
1,1 ” ui 
Mais | — I, ou = — |, selon que p, est residu ou non-residu qua- 
dratique de g (dans la theorie de nombres complexes)., et [=] - +1, ou 
Pı | 


— — |, selon que g est residu ou non-residu quadratique de p,; et comme 
. 1,7 . 
l’expression 1] ne change pas de valeur en remplagant p, par —p,. l’equa- 


tion que nous venons de trouver donne le theoreme suivant: 

Theoreme I. „Etant donnes deux nombres premiers complexes 
quı sont respectivement de premiere el de seconde espece, et dont les parties 
reelles sont impaires, le premier est ou n'est pas residu quadratique du se- 
cond, selon que le second est ou n'est pas residu quadratique du premier. 

Soit maintenant A un autre nombre premier reel de la forme 4n +1. 
different de p, et soient A,, A, (que l’on suppose = 1 (mod. ?)) les deux nombres 
premiers complexes conjugues qui ont 4 pour norme commune. En elevan! 
les deux membres de l’equation (1.) a la puissance 4(A--3), on aura 


(10): = >. 








D’un autre cöle on a 
m hy 
a Ep" -s-[#]s 
;®. 
Multipliant par S° et substituant la valeur de S* donnee par (1.), il viendra 


(12) 9°, = LE - pri: 


Enfin les deux equations (10.) et (12.) FE en les retranchant l’une de l’autre: 
3 
(13) SI" — 8, — pp? \\ pp — [=] \ 
Pı 
Le premier membre de cette @qualion &lant developp&, peut prendre la forme 
h(A+Br-ÜUr--....), 


ou A, B,C, .... sont des entiers complexes; de sorte que l’on a 
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(14.) pp? pi) = — -[]) — h(A4+Br-Cr+....) 


1 
Comme cette equation subsiste quel que soit la racine 7, on en peut conclure 
que le premier membre est divisible par %, et cela, pp* n’ayant pas de fac- 
teur commun avec A, donne: 


F 2\2(h—1) hy’ 
(15.) (pp = [--] (mod. +). 
On a donc a plus forte raison 


16) Pi = |] mod.1). 


ı 
d’oü l’on tire, A etant la norme de A, 


pp? h® 
(17.) -— =]. 
h, Pı 
De möme, en &changeant entre eux les nombres premiers reels p et A de la 
forme 4n--I, ona 


Done 


22 = [>] et [z 
h, ip, h | 


— [# 
1» |- 


ce qui donne, en multipliant, 


pen A] = - 1} 


ai 
0" [2] 


> RT 


Cette equation fournit le theoreme suivant: 





Theoreme Il. „Des deux nombres premiers complexes de se- 
conde espece, dont les parties reelles sont impaires, le premier est ou n'est 
pas residu quadratique du second, selon que le second est ou n’est pas 
residu quadratique du premier.” 

Si les nombres premiers g et g‘ sont tous deux de premiere espece, c’est 


adire =3 (mod. 4), on a suivant le theoreme de Fermat g99 — (g/ia+Dyg-ı 


— 1 (mod. 4). done on a necessairement 7 -] = Il, et de möme (7]= 1. 


et aussi dans ce cas = -]— re BE -] = [7 ]. A Taide de cette re- 
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marque nous pouvons reunir dans l’Enonce suivant les deux theoremes que nous 
venons de trouver. 


Theoreme Ill. „Designant par a \-Pi, y-Iu(lP et d elanl 
pairs et reduisible a zero) deux nombres premiers complexes quelconques, 
le premier est ou n'est pas residu quadratique du second selon que le 
second est ou n’est pas residu quadratique du premier. 

Ce theoreme remarquable qui embrasse presque tout ce qu'il y a a dire 
sur la theorie des residus quadratiques est redevable a Mr. Gauss. I a ete 
demontre pour la premiere fois par Mr. Drrichlet dans le 9" vol. de ce 
journal. La d&monstration que donne ce grand geomelre est fonde sur le theoreme 
analogue dans la theorie reelle, generalement connu sous le nom „.Loi de re- 
eiprocite de Legendre,” tandis que la nölre est entierement independante de 
cel autre theoreme. 

Passons aux residus biquadratiques. Toutes les lettres ayant la meme 
significalion comme dans ce qui precede, si l’on eleve T’equation (1.) 
puissance J(g’— I), on obtient 

Ar l(p?— a2) Ya’ 

(20.) Sir’) — p“ pp" 1), 
La puissance SW" peut s’eerire (SI 30=D,  L’expression NS’? etant deve- 
loppee suivant le theoreme polynomial, peut Fran la forme 


a 
y(4-+Br--Ur-- ....)- [> -]r ve, 
uns 
ou 4, B,C,.... sont des entiers complexes. Or 9==3 (mod. 4), donc 
h 7" h ki q 
—| = [=|, et partant 2|—=| r" : |, „-]r r* — I=[1T. 
= | = }. m p Fr 


Substituant, il vient 


Sı — g(A+Br-Cr-+....)+ [;-] T. 
| | "2, 
Multipliant par S et elevant a la puissance 3(g— 1), ona 


3(9—1) 
N a) — Sim ig(4 + B'r-- Jr? 7 )+[= J To) 
| | u. 
(9 — 
— 9(4"--B"'r + Ür+.. +; 7 (s Ty» 


s(9—1) 
Eee y(4- I B'r +Ü'r-+....) +, -| pu(—1) \lp-l) 49-1) 


ou A’ etc. A” etc. sont egalement des entiers complexes. Il suit de la et 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 1. 8 
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de l’equation (20.), que la difference 


i nt 7 (9-1) 
p°' u Be |- a Pr (— f 1) (p—D) i(g—ı) 
1 

Pi 


est devisible par q. D’un autre cöle, en se servant de la notation de Legendre, on a 
pi” Be 6, (mod. 4), 


p‘ KqQ—1) __ = (p-Dyaat) — (# 3 (mod. > 


done, en remarquant que 4(9—1) est impair, on a 


21.) PUR en [2 I ( a PD (mod. N). 


Cette congruence donne Fügen 


22.) =] = —- [> 17 Rem EP, 


Soit en premier lien g de la Base Bat 3, on a 4(g—1)=1 (mod. 4) 
+(9—53)==0 (mod. 2), done 


EI- [2m weg) “ [21-15 


Soit en second lieu g de la forme 8n --7, on a4(g—1)=3 (mod. +). 
+(9— 5) =1 (mod. 2), done 


2) = IE] 


Or p elant de la forme 4n--1, on peut remplacer (?) par (2). Je dis 
7 p 


En effet, #, (g’)P (mod. p). 


2 


maintenant que l’on a (7) u 
pP Pı 


done A plus forte raison = —= (q’)x?=D (mod. p,), ce qui donne (€) = 


kai 


| 1 ’. Substituant celte valeur, il vient 


a a BE Be 


Les deux cas que nous venons de distinguer conduisant au m&me re- 
sultat. nous pouvons Enoncer le theoreme suivant: 

Theoreme IV. „Designant par gq un nombre premier reel et 
positiv 4n- 3. et par p, un nombre premier complexe de seconde espece, 
dont la partie reelle est impaire, le caractere biquadratique de —y par 
rapport a p, est toujours le meme que le caractere biquadratique de p, 


par rapport ü g. 














‘ 
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Voila la premiere partie du theoreme fondamental sur les residus bi- 
quadraliques. 


Pour les recherches que nous aurons A exposer encore, il sera con- 
BER ac. M ; 
venable de generaliser la signilicalion du symbole |: ‚| Ce symbole, tel que 


nous l’avons employe jusquiei, suppose que / soit un nombre premier com- 
plexe impair, M etant un entier complexe quelconque non-divisible par I, et 
nous avons designe par lä la puissance @videmment unique de 2 qui salisfait a 
la congruence 





L,arn E M r 
M+NB-D — | r| (mod. 7). 


NT) etant la norme de {. 
Soient 4, 0’, I, .... des nombres premiers complexes impairs non - diviseurs 
de M, mais d’ailleurs egaux ou inegaux, et soit [U l....—L, nous desiene- 


M 
5 

M Map MArM 
(23.) >| er E& 5 I | 


. 


ER M 
L’exposant de la puissance de 2 qui equivaut a >| sera nomme le ca- 


rons desormais par 


le produit 








ractere biquadratique de M par rapport a L. 

Par rapport a notre symbole ainsi generalise, on aura les formules 
suivantes dont la demonstration se presente d’elle meme et dont l’usage est 
tres frequent: 


M P -MM Mr M - Mr M- 
24) [>= Ent “ = Hl SH] 
TER 


M? J 
71-2. [2] - 


equations qui supposenl. la premiere, que M, toujours sans diviseurs commun avec 
l’entier complexe impair L, est = P (mod. L); la seconde que Met M’ son! 
premiers a M, et la troisieme que M est premier aux entiers impairs L et L“. 





Lemme I. .„a-p? et y-; di etant deux entiers complexes quel- 
conques sans diviseur commun, on a loujours 


[ Ba [=]. M 
ee honer 3 








*) Ici et dans töul ce qui va suivre on suppose lacitement que les denominateurs des 
- + 
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La verite du lemme sera evidente, si nous pouvons le verifier dans les cas 
parlieulier ou y--d2 se reduit a un nombre premier. Avec celte restrietion 


on aur: 
Pi u s (+) \; 
7: (a — PR): (mod. (7—0d?)). 
c'est a dire 
-a@— Pi . ri e. 22_ . 
| — | — (m--n?) Y — I) a— Biytr Hi) —_ gi 
y—di | j 
ou m el n sont deux entliers reels. De la, en remplagant partout ® par 
—?, il suit 
7 — si 7? ( A EN 
(1) — [er] == Bit (mod. 7-+-d:), 
y—bdi e 
ce qu'il s’agissait de prouver. 
Lemme II. „Act B etant deux entiers reels et sans diviseur com- 


ul tou] [3] I.” 
mun. on a toujours en no u & 
J B 


Soit d’abord g un nombre premier reel de la forme 4n-;-3 (abstrac- 


. . . j A . A 1 _ 
tion faite du signe), on aura evidemment | | — |, puisque [=|= ( Akta+7=" 
| q 


1 
== ] (mod. q), en vertu du theoreme de Fermat. Soient en second lieu p, et 
p; deux nombres premiers conjugues de seconde espece qui ont p pour norme 


commune, on a (Lemme].), A etant reel, 


1-7 = BIT 


Si done on suppose u. gg9'4" ....pp'P" ..... 4, g,.... elant des nombres 
premiers reels 4n--3, pP, r a Pe premiers reels 4n--1, ona 


[7] - r al Bee 


Lemme 111. RR par A un entier reel qui avec son signe est 
== 1 (mod. 4), etpar L un entier complexe quelconque, je dis qu’on a l’equation 


-L1 747, 
1-18 

L’entier reel A etant == 1 (mod. 4.), il peut etre decompose dans un 
nombre de facteurs premiers reels 4 de la forme 4n--3 pris chacun avec 





. 8 % 
symboles [=] sont impairs et qu’ils n’ont pas de diviseur commun avec les numcrateurs. 
On suppose aussi que tous les entiers complexes impairs sont pris tels, que leur parties 
reelles soint impaires. 
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le signe moins, et dans un nombre de facteurs premiers reels p de la forme 
+n--1 pris chacun avec le signe plus. A l’aide de la seconde et de la troi- 
sieme des &quations (24.) tout se reduit donc a prouver que 


2-59 « 9-0 


En se servant toujours de la seconde et de la troisieme formule de decomposilion 
(24.), la premiere proposition resulte immediatement du Theoreme IV. et du 
Lemme II. Quant a la seconde, elle se deduit de l’equation (18.), c'est a dire 
m i -h?h,- -p> | 
de l’equation | = = ) ou p, Ah sont des nombres premiers reels +n +1. 
et ou Pp=p9p,; A=hh:; Pı> Pr, Äı, A, Elant des nombres premiers com- 


plexes de seconde espece ayant resp. p, A pour normes communes. Eır eflei 
h,, Ah, etant conjugues et p etant reel, le Lemme I. donne 


5-62 Ele: 
263=-9=-E 


Or designant par B le plus grand entier reel qui divise Z, et par A,, A, h} etc. 
les autres facteurs simples de seconde espece de L, on aura 


L = Bhh.h, ...., 
L - Birk, ar Ar h“ 
54 oe, er | 4 ich 
Pa a I rn oa EB EEE 
mais [=]- [= = = I (Lem. II.), et de plus [2] 4] [= | — 7: 
E :1-[2] etc. en vertu de ce que nous venons de trouver: done aussi 
L 
51 ir 
Lemme IV. „Designant par »n un entier reel impair positif ou ne- 


gatif, on a - —]=1 pour m= 1,7 (mod. S) et [=]= — | pour m= 


done il vient 























- ” * r . l 2 s 
3.5 (mod. 5), ou, ce qui revient au meme, on a loujours [== (,): De la 
- NA d 


comme corollaire il suit que 
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N ıf i sd ski i 
— = I, lorsme m = m’ (mod. S). et 


Im JILm’ 


ri: - | Pig | 
m Ilm‘. 
Soit p=p,p, un nombre premier positif 4n--1, onaura (Lemme I.) 


’ —j1° a Br 
15 — > | : multipliant paı ;-1 il vient 


| 











-—1, lorsque m = m’-+-4 (mod. 8). 





=] = [=] 5] = E]=- - 0; 
a. Pi Pı Pi i | 
ei | 
done 1 — -- oa—=—1, selon uep= 1 ou=5 (mod.S). et par con- 
p 
sequent = 3 — ou =-—1, selon uep=+t1 oup=+5 (mod. 8). 
zp h 


c'est a dire selon we tp=1,7 ou +p=3,5 (mod. 8). Soit en second 
lieu 4 un nombre premier positif 4n--3, on aura 


en ame 


j j ’ ) 
Quel que soit done le nombre premier reel (a) on aura toujours E i= - ( 2 ) 
a 
Cela etant. on peut toujours supposer 


m ae ae. 


‘4 


ou a.a. a sont les facteurs simples reels de m; il suit done que 


=} - A RIO (m) 
m kai REF ET NE 
ce qu'il s’agissoit de prouver. 


Nous considererons dorenavanl avec Mr. Gauss comme nombre pri- 
maire parmi qualre entiers complexes impairs a@ssoetes qui forment un m&me 
eroupe. celui a--b?, evidemment unique, pour lequel on a 

ou a== 1 (mod.4). et en meme temps 5b=( (mod. 4), | 

on a==3 (mod.4). et en meme temps =? (mod. 4). 


Mais ceite expression ne doit pas etre confondue avec ce que Mr. Dirichlet 
appelle nombre primaire. On conelura aisement de la convention que nous 
venons de poser, que le produit de deux, et par consequent d’un nombre 
quelconque d’enliers primaires est lui meme un entier primaire. Tous les 


entiers primaires peuvent eire distribues en deux classes distinctes. en com- 
prenant dans la premzere classe tous ceux qui sont = | (mod. 4) et dans la 
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seconde tous ceux qui sont = 3-22 (mod. 4). Cette distinetion est d’une 
grande utilit@ dans la theorie des residus biquadratiques, et il sera bon de 
l’appliquer ä des exemples. 

Les entiers reels impairs, pour etre primuires, doivent &ire pris avec 
le signe plus, ou avec le signe moens, selon qu’ils sont, abstraction faite du 
signe, = 1 (mod.4) ou =3 (mod. 4). Les entiers reels et primaires appar- 
tiennent done toujours a la premiere classe, puisque leur partie imaginaire est 
zero, et partant =0 (mod. 4). 

Ces preliminaires poses, soient a-+-bi et c--di deux entiers com- 
plexes primaires premiers entre eux dont les elements «a et b, ce et d niont 
pas de diviseur commun. Cela elant, on aura evidemment la congruence 

(A.) c*a-bi) = e(ac--bd) (mod. c--di). 
En effet, la difference des deux membres est = act-- berr— ac — bed — 
bei—bed=—be’i(c--di) et parsuite divisible par le module e-- de. Suivanı 
I’hypothese admise sur les entiers ce et d, ce n’aura pas de diviseur commun 
avec le module; mais «--b2 cetant egalement premier a e--di, le premier 
membre de la congruence (A.), et par suite aussi le second, n’auront pas de 
diviseur commun avec le module. On tirera donc de la l’equation 


| a+bi ac+bd 
(B.) E > _. (=) Er 5 | 


Les entiers « et d n’ayant pas egalement de diviseur commun, on aura de m@me 


+di ?rac+bd 
- ee 





»t partant ( Lemme I]. ) 


c+di7° a ac+bd 
li] = =5ill; a—bi Fl 
Multipliant entre elles les equations (B.) et (D.), il vient 


| a+binrce+dis® e ra ac+bd 
(4) Keller - rail Far em pren -] 


Pour pouvoir appliquer le trosieme Lemme au second membre de cette equa- 








tion, il faut que les numerateurs des symboles qui y entrent soient = 1 (mod. 4). 
Soit done pour abreger d— +1, e—= +1, oü les signes sont pris tels, qu’on ail 
a=d (mod.4), e==e (mod. 4). 

Cela pose, on aura ec=1 (mod. 4). da=! (mod. 4), Jdelac-+bd) = 
deac== 1 (mod. 4). Donnons done au second membre de l’equation (E) 

la forme 





9. Eisenstein, lois de reciprocite, 


ra Ös(ac+bdi en} 
(#.) oil Fez ENTER] cs Ben (il: 


forme dont la legitimite resulte de ce ue d’— #1. Comme les numera- 





teurs des trois premiers symboles sont ici des entiers reels et = I (mod. +). 
on pourra ( Lemme II.) remplacer ces trois symboles respectivement par les 
symboles inverses 








(6) | 


"C ® =] n [° +bi ] & e+b a] k 


- C 14 


respeclivement equivalents aux suivants: 


ir Ei ni A ‚(ad—be) 
IE TE 


de sorte que la valeur du produit des trois premiers termes qui enirent dans 
l’expression (F.) se reduit a 


a) ll 


Il reste encore les deux derniers facteurs du produit (F.). Je dis que 
le produit de ces deux facteurs se reduit toujours a l’unite prise posilivement. 
En effet. comme l!on a e= (—1)"", d = (—1)“”, le produit dont il s’ägit 


peul s’ecrire ainsı: 
— 136-9 r —1 „Iaa-N 
F +h A Fri | 


Er 
a+bi . ; 


r_—_ dem Ke-D, (_ Ned ia) — Lf 
\ / ER u | r 


/ 





done 


Toute la valeur du second membre de l’equation (E.) se reduit donc 
a lexpression (4.). Cherchons la valeur de cette expression. Lorsque les 
entiers complexes primaires @--bi et c-+di n’appartiennent pas tous deux 
a la seconde classe, le produit dd sera necessairement divisible par 8, d’oü 
on tire ae= ae--bd (mod. 5), et l’expression (H.) aura la valeur --1. 
Mais si les nombres a--b? et c--di appartiennent tous les deux ä la seconde 
classe, & et d seront de la forme 4n--? et par consequent dd sera de la 
forme Sn--4, et parsuite ae = ac--dd--4 (mod. 8), et l’expression (H.) 
se reduira ä — 1 (Lemme IV.). 

ce 


Or multipliant l’equation (E.) de part et d’autre par [> et ob- 
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di ; 
servant que PIE — I, on voit que les deux expressions 
l 
= +di 
I. =—— ] et 
er +di Fr 


sont ou eyales ou opposees, selon que les deux entiers primaires qui y 
entrent n’appartiennent pas ou appartiennent tous les deux ü la 
seconde classe. 

Pour generaliser encore le resultat que nous venons de trouver, soient 

A+Bi=u(a+bi), C-+Di=v(c-+di) 

deux entiers complexes quelconques primaires premiers entre eux, u et v 
etant deux entiers reels que nous supposons tous les deux = 1 (mod. 4), el 
a-+-bi, c--di ayant la meme signification que dans ce qui precede; il n’existe 
pas de nombre primaire, qui ne soit pas represente sous cette forme. Cela 
pose. les equations (24.) donnent 


-A+Bi4 ra pe], 


— 




















LC+Di. Lv. Le+di v Le+di 
[erDi 97 FEAT: 2 SEE 
Ars las u Ilatsi e- 





Or [=] —— [=] (Lemme I1l.), == [=], [751 = = | ee 


(Lemme III.), et enfin d’apres ce que nous venons de trouver, 
[2 ei (2) 0 jet 2], 
c+di a+bi 

selon que a-+-5i et c--di appartiennent ou n’appartiennent pas tous les deux 
a la seconde classe, ou ce qui revient au möme, u et v elant = 1 (mod. 4). 
selon que A+Bi et Ü-+D: appartiennent ou n’appartiennent pas tous les 
deux a la seconde classe. Il vient donc selon ces deux cas 

A+Bi C+Di 

rl) 
c'est a dire 





A+Bi 14-n icc-) Fr C+Di 
Tri] — (—1) Fi) 
Theoreme fondumental. „Designant par A+Bi et Ü-Di deux 
„entiers complexes primaires suns diviseur commun, cest a dire tels que 
„lon ait, ou simulfanement A=1, B==(0 (mod. 4), ou simultanement 





„A=3, B=2 (mod.4), ou, ce qui revient au meme, lels que Ton ait 
„A+Bi=ÜU-+Di=1 (mod. 2+2:), le caraclere biquadratique du premier 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVIII, Heft 1. 9 
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„par rapport au second est egal au curaclere biquadratique du second 
„par rapport au premier, lorsque ou Tun et lautre ou du moins lun 
„des deux est = | (mod. 4); mais ces caracteres biquadratiques different 
„de deux unites, lorsque A--Bi et Ü--Di sont tous les deur = 3-- Ni 
„(mod. 4). 

On voit que ce theoreme comprend comme cas particulier le theoreme 
celebre de Mr. Gauss, que ce profond analyste a enonce dans le $. 67. de 
ses recherches sur les residus biquadratiques. Voici done la demonstration 
rigoureuse et generale de ce theoreme celebre, laquelle V’illustre auteur que 
nous venons de ceiter juge sujette aA de si grandes difficultes, qu’il la renvoie 
aux plus profonds mysteres de l’arithmötique transcendante *). Neanmoins il 
y a d’autant plus lieu de s’etonner que personne n’a songe d’en exposer une 
demonstration, puisque toute la thöorie des nombres complexes parait etre in- 
venlee, pour ainsi dire, en faveur de ce theoreme. 

La demonstralion que nous venons de presenter est tres simple, et quoique 
elle parait @ire un peu longue, on remarquera que nous n’avons presque rien 
suppose connu, except& quelques formules fort simples que nous avons prouvees 
dans un aulre lieu deja cite, et dont Ja demonstration repose sur ce seul principe 
qu’un systeme de residus, multiplie par un entier premier au module, reproduit 
un systeme de residus. Au reste je suis parvenu encore a une autre de- 
monstralion de ce Iheoreme excellent, que j’exposerai plus tard. 

Parmi les consequences nombreuses du theoreme que nous venons 
d’enoncer, nous ne eiterons qu’une seule qui est surlout remarquable et dont 
la demonstralion se presente facilement. 

„„Designant par Z un entier complexe impair donne, par z un enlier 
complexe variable: tous les facteurs complexes simples premier ä Z qui divisent 
la forme sS’— 4 sont contenus dans nn nombre determine de formules lineaires 


telles que 4Ly-+-Ö5, oü y est un enlier complexe variable et 5 un entier com- 


plexe determine. 


Itemarque. Dans les recherches qui pr&ecedent nous avons souvent 
emplove la conelusion suivante: 


*) Voiei ses propres mots: „At non obstante summa hujus theorematis simplicitate, 
ipsius demonstratio inter mysteria arithmeticae sublimioris maxime recondita referenda est, 
ita ut, saltem ul nune res est, subtilissimas tantummodo investigationes enodari possit, 
quae limites praesentis commentationis longe Iransgrederenlur.” La troisicme parlie de ces 
recherches, ä laquelle V’illustre auteur renvoie sa demonstralion, n’a pas encore parue. 














rn 
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„Le produit d’un entier complexe « et d’une fonction entiere de r a 


coefficients entiers complexes &lant egal ä un autre entier complexe f, et 


azr—1 
— _—(), 
x—1 


cette egalite subsistant quelle que soit la racine x de l’equation 
il suit de la que est necessairement divisibe par «.” 

La legitimite de cette conclusion peut &tre demontree aisement comme 
suit. Chaque fonction entiere de r, telle que nous venons de definir, peu! 


prendre la forme 
A+Br-ÜUr-...+Kr", 

4, B,C,.... K etant des entiers complexes; on a donc suivant l’hypothese 
o(A+Br-Cr’-+...+Kr) —Pß, 
a(A+Br’ {+ Cr’--....+KrY)— Pß, 
o(A+ Br" ErP®-....+Krr®') — ß. 

En multipliant ces @equations resp. par r, r’,..... r?', et les ajoutant, il vient 
e«(—A—B—-C—....+(p-)K) = —P. 

donc P est divisible par «@. ce qu'il s’agissait de prouver. 

Berlin, Juin 1844. 
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10. Hesse, zur Theorie der Elimination. 


10. 


Uber die Elimination der Variabeln aus drei algebrai- 
schen Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei 
Variabeln. 


(Von Herrn Dr. Otto Hesse, Privatdocenten an der Universität zu Königsberg.) 





1) W en man aus zwei gegebenen vollständigen Gleichungen mit einer 
Variable vom ten und nten Grade diese Variable auf irgend eine Weise 
eliminirt, so erhält man eine Gleichung zwischen den Coöfficienten der gege- 
benen Gleichungen, welche erfüllt wird, sobald ein Werth der Variable den 
beiden gegebenen Gleichungen zugleich genügt. Wenn umgekehrt diese Glei- 
chung zwischen den Coöflicienten erfüllt wird, so braucht nicht immer ein Werth 
der Variable zu existiren, der den beiden gegebenen Gleichungen zugleich 
genügt. Durch eine geschickt angestellte Elimination der Variable kann man 
aber eine Bedingungsgleichung zwischen den Coöfficienten der gegebenen 
Gleichungen finden, unter welcher jedesmal ein Werth der Variable existirt, 
welcher den gegebenen Gleichungen zugleich genügt, und die erfüllt wird, 
wenn ein Werth der Variable die beiden gegebenen Gleichungen zugleich 
erfüllt. Diese Gleichung, die in allen durch Elimination der Variable ent- 
standenen Gleichungen als Factor enthalten ist, führt den Namen der End- 
gleichung, während die andern Factoren mit dem Namen der überflüssigen 
Factoren bezeichnet werden. Durch Euler (Mem. d. Berl Akad. an. 1748 
und 1760) ist bekannt, dafs die Endgleichung homogen ist und in Rücksicht 
auf die Coöfficienten der Gleichung vom ten Grade bis auf den nten, in 
Rücksicht auf die Coöfficienten der Gleichung vom nten Grade bis auf den 
mten, endlich in Rücksicht auf alle Coöfficienten der gegebenen Gleichungen 
bis auf den (m-n)ten Grad steigt. Unter den bekannten Verfahrungsweisen, 
die Endgleichung zu bilden, verdient die Zurückführung der Aufgabe auf die 
Elimination der Unbekannten aus lineären Gleichungen, welche der Herr Pro- 
fessor Richelot als einer Entdeckung des Herrn Sylvester in dem 21ten Bande 
dieses Journals erwähnt, und welche ich ohne sie zu kennen im 27ten Bande 
wieder aufgenommen habe, unstreitig den Vorzug. 
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Für drei Gleichungen mit zwei Variabeln ist, soviel ich weifs, Ähn- 
liches noch nicht geleistet worden. Ich werde daher im Folgenden die Euler- 
sche Methode zu verallgemeinern suchen. 

2) Es seien: 

1. fay)= 9 2. yay) = 0, 3. vny) = 0 
drei vollständige Gleichungen zwischen den beiden Variabeln x und y, vom »mten, 
nten und pten Grade. Diesen Gleichungen wird man im Allgemeinen nicht durch 
ein Wurzelnpaar x und y genügen können, wenn nicht eine bestimmte Relation 
zwischen den Coöfficienten der gegebenen Gleichungen stattfindet, und wenn 
diese Relation stattfindet, wird man immer een Wurzelnpaar finden, welches 
den gegebenen Gleichungen zu gleicher Zeit genügt. Um diese Relation zu 
finden, welche im Folgenden den Namen der Endgleichung führen wird, suche 
man die Bedingung zwischen den Coöfficienten der 3ten Gleichung, unter welcher 
ein Wurzelnpaar der beiden ersten Gleichungen der dritten Gleichung genügt. 

Unter der Voraussetzung, dals m.n die Anzahl der Wurzelnpaare der 
beiden ersten Gleichungen ist, was Kuler an dem genannten Orte bewie- 
sen hat, ist die gesuchte Bedingung: 

4. = yv(2,Yı)-WX2Yı) ---- WVelmns Yan) = 0, 

wenn man durch &,, Yı5 225 Ya} «++ Lm.ns Ym.n die Wurzelnpaare der ersten 
und zweiten Gleichung bezeichnet. Denn wenn ein Wurzelnpaar der beiden 
ersten Gleichungen zugleich der dritten genügt, so wird auch die Gleichung 
(4.) erfüllt; und umgekehrt, wenn die Gleichung (4.) erfüllt wird, so giebt 
es immer ein Wurzelnpaar der beiden ersten Gleichungen, welches der dritten 
Gleichung genügt. Entwickelt man den linken Theil der Gleichung (4.) nach 
Potenzen und Producten der Co&flicienten der dritten Gleichung, welche Entwick- 
lung mit 7 bezeichnet werden mag, so wird die Gleichung 7— 0 in Rücksicht 
auf die Coöfficienten der dritten Gleichung homogen und vom Grade m.n und 
die Coöfficienten dieser Potenzen und Producte werden bestimmte Functionen 
der Wurzeln der beiden ersten Gleichungen sein. Es bleibt also noch übrig, 
diese Functionen in der Entwicklung % durch die Coöfficienten der beiden 
ersten Gleichungen auszudrücken, um die gesuchte, von jedem überflüssigen 
Factor freie Endgleichung zu erhalten. 

3) Wenn man auf irgend eine Weise aus den drei gegeben Gleichun- 
gen die Variabeln eliminirt, so erhält man eine Gleichung 

u se 
welche immer erfüllt wird, sobald ein Wurzelnpaar den drei gegebenen Glei- 
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chungen zugleich genügt. Den drei gegebenen Gleichungen wird aber durch 
ein Wurzelnpaar genügt, wenn die Gleichung (4.) erfüllt wird. Daraus folgt. 
dafs die Gleichung (5.) erfüllt wird, wenn die Gleichung (4.) erfüllt wird. 
Angenommen, dafs man die Gleichung (5.) gefunden habe, und dafs sie in 
Rücksicht auf die Co6ffieienten der dritten Gleichung homogen und vom Grade 
m.n sei. Da dieselbe für alle Werthe der Coöfficienten der dritten Gleichung 
erfüllt wird, welche der Gleichung (4.) genugthun, so folgt hieraus, dafs 
die Ausdrücke P und 7 nur durch einen von den Coöfficienten der dritten 
Gleichung unabhängigen Factor von einander verschieden sein können. Be- 
zeichnet man daher das in der Function » von den Variabeln x,y freie Glied 
mit e und den Coefficienten e”'” in der Entwicklung der Function P mit Y, 


so wird man 

P 
Y 
haben. woraus sich durch Gleichsetzung der Coefficienten gleicher Potenzen und 
Producte der Co£ffieienten der dritten Gleichung auf beiden Seiten der angeführten 
Gleichung die gesuchten Functionen der Wurzeln, ausgedrückt durch die Co6f- 


6. — Y 


fieienten der beiden ersten Gleichungen, ergeben. Es kommt also darauf an. 
aus den drei gegebenen Gleichungen durch eine geschickt angestellte Elimina- 
tion der Variabeln eine homogene Gleichung P=0 vom mnten Grade in 
Rücksicht auf die Coefficienten der dritten Gleichung abzuleiten. Man wird 
sogleich sehen, wie dies auszuführen sei. wenn die 3te Gleichung vom er- 
sten Grade ist. 
4) Es sei die gegebene dritte Gleichung 
t. vay)=ac°-+by+o—=0 

lineär. Alsdann geht die Gleichung (4.) in 
s. Bla byte) m +byYy2+6)....(demn td Ymn te) =0 
über. Man eliminirt aber die Variable y aus den gegebenen drei Gleichungen, 
inde» man aus der letzten den Werth 
a,xc+e; 

e- 
in die beiden ersten setzt, wodurch man, wenn man mit 5” und Ö" multiplicirt, 
folgende in Rücksicht auf a,. d,,. c, homogene Gleichungen 


5 le, Pay, bi (2,, - 28) — 0 


erhält. Diese Gleichungen sind in Rücksicht auf a,, b,, c, respective vom 
mien und vom nten Grade. so wie auch in Rücksicht auf die Variable x. 





Yy —— — 
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Eliminirt man daher die noch übrig bleibende Variable x nach der bekannten 
Methode, so wird man eine Gleichung 

10. P=0 
erhalten, welche in Rücksicht auf die Coöfficienten in f, $. w, respective 
vom nten, mten und m.nten, in Rücksicht auf die Coöffieienten in f und y 
vom zn--nten und in Rücksicht auf alle Coöffieienten homogen und vom Grade 
ım--n--m.n ist. Bezeichnet man daher durch g den Coöfficienten von ec” 
in der Entwicklung des nach Potenzen und Producten der Gröfsen a;. b;. €; 
geordneten Ausdrucks P,, der in Rücksicht auf die Coöffieienten in f und g 
vom nten und vom zten und in Rücksicht auf beiderlei Coöffieienten vom 
Grade m--n ist. so erhält man: 

11. 4 er, 


Entwickelt man beide Seiten der Gleichung nach Potenzen und Producten der 
Gröfsen a,, b,, ec, und selzt die Coefficienten gleicher Potenzen und Producte 
auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich, so erhält man Functionen der 
Wurzeln der beiden ersten Gleichungen, welche sich in der Entwicklung % 
der Gleichung (4.) wiederfinden, ausgedrückt durch die Coöfficienten jener 
beiden Gleichungen. Auf diese Weise kann man aber nur gewisse Funclionen 
der Wurzeln, welche in der Entwicklung % enthalten sind, durch die Coel- 
firienten der beiden ersten Gleichungen ausdrücken. Um alle jene Funclionen 
der Wurzeln auszudrücken, nehme man statt der lineären Gleichung (7.) nach 
einander die lineären Gleichungen 

v(,y)=0, vu y)=0, .... vB y)=0, 
welche aus jener entstehen, indem man für den Index A nach einander die 
Indices I, ?. .... p setzt, und bilde die ihnen entsprechenden Gleichungen 
(8. bis 11.), welche durch die entsprechenden Indices bezeichnet werden 
sollen. Endlich nehme man an, dafs die gegebene dritte Gleichung in die 
lineären Factoren w,(x,y), w,(2,y), .... w,(2,y) zerfällbar sei. 


9) Wenn die gegebene dritte Gleichung 
12. v(a5Yy).Y(a,Y).. .y,(8,Y) = 0 

ist, so geht die Gleichung (4.) in 
13. 32... =0 
über, und wenn ein Wurzelnpaar den Gleichungen (1.), (2.), (12.) zugleich 


genügt, so hat man 


14 PP... P,=0. 
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Dennoch wird die Gleichung (14.) erfüllt für alle Werthe von «4, b,. c,. 
4, d5. ...., Welche der Gleichung (13.) genügen. Es können daher die lin- 
ken Theile derselben, welche in Rücksicht auf die genannten Gröfsen homogen 
und von demselben Grade sind, nur durch einen von a,, d,,.... unabhängigen 
Factor sich von einander unterscheiden. Bezeichnet man also durch #, und 
P. die linken Theile jener Gleichungen, so hat man 

2 
Br; 

Entwickelt man beide Theile dieser Gleichung nach Potenzen und Producten 
der Gröfsen @,, d,, €, 4, d,, .... und seizt die Coöfficienten gleicher Po- 
tenzen und Producte auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich, so er- 
hält man gerade die gesuchten Functionen der Wurzeln der beiden ersten 
Gleichungen, welche in der Entwicklung des linken Theils der Gleichung (4.) 
vorkommen, ausgedrückt durch die Coöfficienten der Gleichungen (1.) und (2.). 
Alle diese Ausdrücke haben den gemeinschaftlichen Nenner 9°, welcher in 


15. 


Rücksicht auf die Co6fficienten der ersten und zweiten Gleichung homogen und 
respective vom np und mpten, und überhaupt vom (m--n)pten Grade ist. 
Da nun, wie man gesehen hat, die Coefficienten der Entwicklung von P; nach 
Potenzen und Producten von a;, d,, c, in Rücksicht auf die Coöfficienten der 
ersten und zweiten Gleichung vom nten und »ntien Grade sind, so wird P, 
respective vom np und mpten und in Rücksicht auf alle Coefficienten der er- 
sten und zweiten Gleichung vom Grade (m--n)p sein. Dasselbe gilt von 
den Zählern der Ausdrücke für die genannten Functionen der Wurzeln der 
ersten und zweiten Gleichung. 


6) Die aus den gegebenen Gleichungen (1.), (2.), (3.) hervorgehende 
Endgleichung erhält man nun aus der entwickelten Gleichung (4.), wenn man 
darin die Ausdrücke der Functionen der Wurzeln der beiden ersten Gleichun- 
gen substituirt und mit dem gemeinsamen Nenner P% derselben multiplieirt. Aus 
dieser Bildungsweise der Endgleichung ergiebt sich aber folgender 


Lehrsatz 1. 


Die durch Elimination zweier Variubeln aus drei algebraischen 
Gleichungen vom mten, nten und plen Grade hervorgehende Endgleichung 
‚st ın Rücksicht auf alle Coefficienten dieser Gleichungen homogen und 
vom Grade mn- np--pm, und in Rücksicht auf die Cocfficienten der 
einzelnen Gleichungen ebenfalls homogen und von den Graden mn, np, pm. 
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7) Obwohl die auseinandergesetzte Eliminationsmethode immer zum Ziele 
führt. so lassen sich die angewendeten Operationen wegen ihrer Unsymmetrie 
doch zu wenig verfolgen, als dafs man daraus die wahre Natur der End- 
gleichung mit Leichtigkeit erforschen könnte. Da die Endgleichung, selbst in 
dem Falle wo die gegebenen Gleichungen sämmtlich nur vom zweiten Grade 
sind. aus einer nicht übersehbaren Menge von Termen besteht, welche Bezout 
in seiner Theorie der algebraischen Gleichungen nicht ohne Mühe berechne! 
hat, so wird man es nicht versuchen, aus der Endgleichung selbst Nutzen zu 
ziehen. vielmehr symmetrische und leicht zu verfolgende Eliminationsmetho- 
den sich schaffen müssen, die eine Einsicht in die Natur der Endeleichung 
gestatten. Für den Fall dreier Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei 
Variabeln werde ich eine solche Methode entwickeln, und zugleich Folgerungen 
ziehen. die für die Theorie der Wendepuncte der CGurven dritter Ordnung 
wichtig sind. Denn während die Bestimmung der Wendepunete der Curven 
dritter Ordnung auf eine Gleichung vom 9ten Grade führt, bietet die ge- 
nannte Eliminalions- Methode die Mittel, diese Gleichung vom ten Grade 
durch eine vom 4ten und eine Gleichung vom 3ten Grade zu ersetzen. Von 
den geometrischen Eigenschaften der Curven dritter Ordnung, welche sich aus 
dieser Eliminations- Methode ergeben, führe ich vorläufig nur diese an: „Dafs 
die Wendepuncte aller Curven dritter Ordnung, von denen jede durch sämmt- 
liche Wendepuncte einer und derselben Curve derselben Ordnung hindurchgeht!. 
mit den Schnittpuncten zusammenfallen.” 

S) Wenn man durch f}. f, fi drei gegebene homogene Functionen vom 
zweiten und durch und w zwei gegebene homogene Funclionen vom drilten 
Grade der drei Variabeln #&,. 2,. X, bezeichnet. so kann man immer drei 
lineäre homogene Multiplieatoren A, 4°, A" und einen conslanten Multi- 
plicator p so bestimmen, dafs 

pp A®f AO + AR — Y 
ist. Denn wenn man die Coöffieienten gleicher Potenzen und Producte der Varia- 
beln auf beiden Seiten der entwickelten Gleichung einander gleich setzt, so erhälli 
man 10 lineäre Gleichungen zwischen den 9 in A, 4, A enthaltenen Con- 
stanten und der 10ten ». Bestimmt man daraus die unbekannten 10 Constanten. 
so stellen sich die Werthe derselben als Brüche dar, mit demselben Nenner R. 
Dieser Nenner ist unabhängig von den Coöfficienten der Variabeln in der Function 
w; er ist homogen und lineär in Rücksicht auf die Coöffieienten in y; ferner 


ist er homogen und vom 3ten Grade. sowohl in Rücksicht auf die Coöffieienten 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 1. 10 
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in /j, als in Rücksicht auf die Co@ffieienten in fs und f;; endlich ist er homogen 
und vom 10len Grade in Rücksicht auf alle in fi, £, f; und g enthaltenen Coel- 
fieientien. Was den Zähler des Werthes der Unbekannten p betrifft, so kann 
man die Bemerkung machen, dafs er unabhängig von den Coöffieienten in % 
ist. homogen aber und vom ersten Grade in Rücksicht auf die Coeffieienten 
in », homogen und vom dritten Grade sowohl in Rücksicht auf die Coefli- 
cienten in fi als in & und f; endlich homogen und vom 10ten Grade in 
Rücksicht auf alle in fi, fs, f;, % enthaltenen Coöfficienten. 

Die Nenner der unbekannten Co6ffieienten lassen sich vermeiden. wenn 
man Ar. statt w setzt. wodurch die in Rede stehende Gleichung in 

16. pg- AD F- AD f,- AO, aan R.w 

übergeht. Denn bestimmt man in der angegebenen Weise die unbekannten 
Coöffieienten in dieser Gleichung, so werden dieselben gleich den Zählern der 
unbekannten Coöffieienten in der vorhergehenden Gleichung, und folglich zu 
oanzen Funelionen der in fi, f.,» &? y und w enthaltenen Coöffieienten. 

Da die Gröfse R unabhängig von den Coeffieienten in y i 


st, 


so wird 
sich dieselbe auch nicht ändern, wenn man für y das Product z,.2,.x2, setzt. 
wo 2. A, ı irgend welche gleiche oder ungleiche unter den Zahlen I, 7,» 
bedeuten. Die andern Multiplieatoren werden sich aber ändern und mögen 
durch 9,3. A, u; Me A, „ bezeichnet werden, wobei angenommen 
werden soll, dals die verschiedenen Zeichen, welche aus den angegebenen 
durch Permulalion der unteren Indices unter einander entstehen, immer für 
dieselbe Gröfse oellen. so dafs z. B. 
Poru 7 Panı 7 Ffıinu 7 
Dasselbe soll auch künftig für alle ähnlichen Bezeichnungen gelten. 
Demnach hat man 


IT. Pr, 2,uY Ay: u + A, AR; + A, u f; Pr. Rı,r;z, o) 
woraus sich, wenn man für z, A, « alle Combinationen der Zahlen 1, 2, 3 
mil Wiederholung setzt, 10 verschiedene Gleichungen ergeben. Die Gleichung 
(17.) stellt also ein System von 10 Gleichungen mit 30 Multiplicatoren A und 
IO Multiplicaloren » dar. Nimmt man nun an, dafs die gegebene Function y 
Cd, Ce, 2200, 0, C5,3,3 030,05 3, 1,2 CC 0%, +36, 1,3 Cı 0, 7; 


1 la, do, Lar 7965, ), ‚TU, I, ur j „u > Rt ae I, 2 +IC, 2 L,X0,0, +66, 237, 2,0, 


l 


sei, welcher Ausdruck kürzer durch Ie, 1,0 %,%;%, bezeichnet werden kann, da 


man aus dem Gliede e, , „&,x,&, die ganze Summe erhält, wenn man für x, A, u 
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nach einander die Combinalionen der Zahlen 1. 2, 5 mit Wiederholung und 
ihre Permulationen setzt und addirt. auch wie oben annimmt. dafs Ba, 

Cu; .... Sei: so kann man die Multiplicatoren in der Gleichung (16.) 
durch die 40 Multiplieatoren in dem Systeme von Gleichungen (17.) auf fol- 


oende Art ausdrücken: 


PER (2) nr (?) 
1S pP ” Er CoAu . Pz3,u ’ A . < Cu e Ar ? 
OÖ, (N 2 (1) (3) ; 
| <. . (3) 
A Zu Zn iu . N u) A ns GC, 1,u° Mi. P 


9) Es bleiben noch die 40 Multiplicatoren des durch (17.) dargestell- 
ten Systems von Gleichungen zu bestimmen übrig. Da hierzu die Kenntnifs 
der gegebenen Functionen erforderlich ist. so nehme man an. es 


sei 
19 fı = Za,,0%,20, Rh=ZSuır,a, hb=Fud),a,a,. 
-. y—=Zb, ‚„„Uu,EıT,; 
wo «a, und für z. 4 die Combinationen der Zahlen 1. 2. 3 zu zweien 
mit Wiederholung und ihre Permutationen zu setzen sind.  Multiplieirt man 


nun die Gleichung (17.) mit dem unbestimmtien Factor ,, , und bildet ein 

System von Gleichungen, indem man für z, 7, « alle Combinationen der Zah- 

len I. 2. 3 mit Wiederholung und die Permutationen derselben setzt. so er- 

hält man durch Addition: 

ya, th u th ER 
R> 


Die 10 unbestimmten Facloren x lassen sich aber so bestimmen, dafs den 


Ahr ul 


hen > TE, bu ii L, LU; SL, 


drei Gleichungen 
zn a. Em ZEN ei EAN Re 
Genüge geschieht, worauf die Gleichung (20.) 
PP. 1er Ri Br, 1 Er, 

übergeht. Jede der drei ersten Gleichungen zerfällt, da die Gröfsen A lineäre 
und homogene Funelionen der Variabeln sind, von welchen die Bestimmuns 
der Factoren unabhängig sein muls,. in drei andere. so dals man zur Be- 
stimmung der 10 Factoren = nur 9 Gleichungen hat. Bemerkt man nun, dafs 
die letzte Gleichung unabhängig von den besondern Werthen der Variabeln 
stattfindet. so folgt hieraus, dafs die Gröfsen d den PER Gröfsen 
proportional sind. Setzt man daher einen der Facloren 7. z.B. x, ,,, der 
willkürlich bestimmt werden kann, gleich 5, ,,. so werden wi die übrigen 
Gröfsen ı den mit gleichen Indices behafteten Gröfsen d gleich sein. Dieses 


mr 
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folgt aus der letzten Gleichung und den drei vorhergehenden 


vorausgeselzi, so 


R ame =p, A, u b, Ju ’ 
(2) x 40) ” 
0, ZA, ä. e E =(, A, u Mi; —=(U). 
auch bestimmen, indem man mit v 


Man kann die 10 Factoren z abe 
aus den Gleichungen 


irgend eine der Zahlen I, 2, 3 bezeichnet, nemlich i 
Zu, en, 
1, = V> - A... u’le,ı,u — 0, 
fällt. Mit Rück- 


(2) 
ZA,; i, u m 
mit Ausnahme der ersten, in drei andere zerfällt 


von denen jede, 

sicht auf diese Gleichungen geht die Gleichung (20.) in 

fı&z, = RZn,,„2,%,2, oderin fit, = Zn, 40,2%, 

über, woraus man durch Gleichsetzung der Coefficienten gleicher Potenzen und 

Producte der Variabeln auf beiden Seiten der Gleichung die gesuchten Werthe 
Setzt man diese Werthe der Factoren z in die obigen 


der Factoren 
i Gleichungen. so erhält man 
> SR =Q(, 
zu. et, 
nur auf die verschiede- 


sı erhält, 


I) 
a ı - Rx, a 


3 


IS a; 
zu beachten ist, dafs die Summenzeichen sich 
für welehe man die Combinationen der Zahlen 


wobei 

nen An der Indices x. A. 

3 zu zweien mit Wiederholung und deren Permutalionen zu setzen hat 
beziehen; welches auch für 


5. 
nicht auf die verschiedenen Werthe von ı 


a ronicht : 
die folgenden Gleichungen (23.) und (24.) gilt. 
\us den Gleichungen (22.) erhält man ein neues System, wenn man 
zi ich: 


für die oberen Indices (1 ). (2). (3.) respective (2.), (3.), (1.) setzt, nemlich 


o  „ 
—P, i.3 Ü, wer 0, 


u“ 2) 2 (3) ( 
— Ra v) —— A, ),v A, 


or 2) 
>> ı > 0): 


23 | (l) u‘ (2) 
FM i.3 | na 0, 24, /,v l, i 


woraus endlich durch dieselbe Veränderung der oberen Indices folgende Glei- 


chuneen entstehen: 
< 3) ___ 
= Peru, = d% 
(?) 6.273 (3) a‘, Zu 
—=(, EEE, en 0, ZA, v — Ar,; 


24 
u ) 
BER, . a, 
welche beiden Systeme auf gleiche Weise wie das System (22) aus (20.) 


hätten abgeleitet werden können. 

Die Gleichungen (21. bis 24.) enthalten alle Elemente zur Bestimmung 
der 40 Multipliecatoren » und A, welche in dem durch (17.) dargestellten 
sind. Denn da aus jeder der Gleichungen (22. bis 24.) 


Systeme enthalten 











N | 


| 
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drei hervorgehen, indem man für » nacheinander die Zahlen I, 2, 3 setzt, so 


hat man, wenn man die Gleichungen (21.) hinzurechnet, im Ganzen 40 Gleichun- 
gen, in welche die zu bestimmenden Multiplicatoren auf lineäre Weise eingehen. 

10) Da von den 40 Multiplicatoren » und A nur die 10 Multiplicatoren 
p in der folgenden Untersuchung eine Rolle spielen, so genügt es, die Glei- 
chungen zusammenzustellen, deren Auflösung die Werthe dieser Multiplieatoren 


giebt. Sie sind folgende: 
(25.) R En Ip. 1201 us n 


—— 5 (!). — (?).» zZ _. (3). » 

0 — P.,1,1@,,25 0 = — P.214,.25 u = P,.1,10,,2 

DYX En. - (di). . ” ().. . -, 3). 
26. 'E =P, 1,203: V = 2P.1:4 5 = 29,.1,2%,3 
u (1). BENEEN gr ’ < (3) « 

0= 29,0; = Zpı,u, 0 =P.1,30,,2: 


woraus sich R als die Determinante der Coöffieienten der Gröfsen p ergiebl. 
Nimmt man an, dafs die Functionen fi, f;, f; für die Werthe der 

Variaben &,—=x2, 2&,—=y, x, I verschwinden, dafs also die drei Gleichun- 

sen fi (&,y,1)=0, fı(7,y,1)=0, f(z,y, 1)=0 stattfinden, so geht die 


Gleichung (27.) in 
P.», 9 > R 2,7, LT, 


über, woraus für die genannten Werthe der Variabeln die Proportion 

2. na DB RE re 

Pı,,.ı ® Paa2 : Ps33 * Pu, +++: Pı23 
folgt. In der That sind auch die Verhältnisse der Gröfsen p von der Func- 
tion g unabhängig; was schon in No. 8. bemerkt wurde und auch aus der 
Gleichung (26.) zu entnehmen ist. Beiläufig mag bemerkt werden, dals die 
Verhältnisse der Gröfsen p unbestimmt werden müssen, wenn den drei Glei- 
chungen noch ein zweites Werthenpaar x, y genügt. Nimmt man ferner 
an, dafs eine Function sei, welche für die Werthe 2, —xr, 2,=-y, 2,—1 
ebenfalls verschwindet, so mufs auch 3% verschwinden. Es wird also unter 
dieser Annahme #—= 0 zu dem Resultat der Elimination der Variabeln x, y aus 
den drei Gleichungen fi (2, y, )=0, (2, y, 1)==0, f,(@,y, )=0. Dem- 
nach ist es für die Elimination der Variabeln aus drei gegebenen Gleichungen 
vom zweiten Grade wichtig, eine passende Function vom dritten Grade zu 
haben, welche für dasjenige Werthenpaar verschwindet, so den drei gege- 
benen Gleichungen genügt. Eine solche Function soll in der folgenden Num- 


mer näher untersucht werden. 
11) Die drei Funectionen f,, f, /, kann man, wenn man der Kürze 


d u a i 
wegen u) stall 2, setzt, weil sie homogen und vom zweiten Grade sind, 
1} 
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darstellen: 
zu’ r LU - ,u” Eu 2fı> 
zu u + = 2, 


E u‘ \ uU - r,ur —— 2f;- 


Betrachtet man die in diesen Gleichungen explicite und lineär vorkom- 
menden Variabeln &,. &,. x, als die Unbekannten und löset die Gleichun- 
ven nach ihnen auf, so stellen sich die Werthe derselben als Brüche dar, mit 
oleichen Nennern. Dieser gemeinschaftliche Nenner, der mit dem Namen der 
Determinante der Funclionen fi, fi, fs bezeichnet zu werden pflegt, und wel- 
cher in dem vorliegenden Falle in Rücksicht auf die in ihm enthaltenen Va- 
riabeln vom dritten Grade ist, soll von jetzt an mit dem Zeichen y bezeichnet 
werden. unter welchem Zeichen bis dahin eine beliebige Function vom dritten 
Grade zwischen den Variabeln &,. &,. x, verstanden wurde. Dieses vor- 
ausgeselzt, ist: 

3 u N Eu) ut eu u u, 
und wenn man auf die angegebene Art die Gleichungen (27.) auflösel. so 
erhält man: 

U UN u u uud uU —u u 


I, 
29. ER IE u. Iru)u Dan uud —uVu 


1. 
fu) Au uud 2 ud —uf ul!: 
woraus folet: 
Lehrsatz 2. 

’enn drei homogene Functionen zweiten Grades von drei Va- 
riabeln für ein System von Werthen dieser Variabeln verschwinden, su 
verschwindet auch die Determinante dieser Functionen für dasselbe Sy- 
stem von Werthen. 

Dieser Lehrsatz gilt nicht allein für drei homogene Functionen vom 2ten 
Grade von 3 Variabeln. sondern auch für eine beliebire Zahl von homosenen 
Funelionen irgend welcher Grade mit einer gleichen Zahl Variabeln. 

Durch partielle Differentialion der ersten Gleichung (29.) nach den 
Variablen x, oder x, erhält man, wenn man der Kürze wegen durch y, die 
Differentialion der Determinante g. nach x, genommen. andeutet: 


TE, E Yf — 


[u u — u u) - a Are u u u — u) ul! ] 


 @ ' R i 
i . ) ’) ) #3, |) . 1) (2) j (?2) ‘) cd (2) (3) (3 2 
fi dr N ü, u u, - 2f: 7 ‚u; u, - U; u, t + If; ‚u u — u) u‘ „ 
X, L, 
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rechts vom Gleichheitszeichen nach (28.) @ 


leich 2 ist, und dafs in der zwei- 


ten Gleichung der entsprechende Theil von selbst verse hwindet. Berücksichtio' 
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Diese Gleichungen geben folgenden 
Lehrsatiz 3. 

Wenn drei homogene Functionen zweiten Grades von drei Varia- 
bein für ein System von Werthen dieser Variaheln verschwinden, so ver- 
schneinden auch die partiellen Differentialquotienten der Determinunte dieser 
Functionen, nach den Variabeln genommen, für dasselbe System von Werthen. 

Dieser Lehrsatz gilt allgemein für eine beliebige Zahl homogener Func- 
lionen mit einer gleichen Zahl von Variabeln, wenn die Functionen sämmtlich 
von einem und demselben Grade sind. 


12) Die Coöffieienten der Entwicklung der Determinante y nach den 
Potenzen und Producten der Variabeln wollen wir mit d, ;„, in der Art be- 
zeichnen. wie es in (19.) geschehen ist. Dieses vorausgeselzt,. so ist die 
Bemerkung zu machen, dafs % in R übergeht, wenn man g nach Potenzen 
und Produecten der Variabeln entwickelt und für jedes Produet xz,x, x, 
der Entwicklung p,,;,, selzt. Dieses lehrt die Gleichung (25.). Zweitens 
bemerke man. dafs, wenn man irgend eine der Functionen fi, fi. f,, mit 
einer der Variabeln &,, &,, x, multiplicırt, nach Potenzen und Produc- 
ten der Variabeln entwickelt, und p,;. für jedes Produet x,x,x, setzt, 
der dadurch erhaltene Ausdruck verschwindet. Dieses ergiebt sich aus 
der Ansicht der Gleichungen (26.). 


Entwickelt man nun die identischen Gleichungen (30.) nach Potenzen 
und Producten der Variabeln und setzt für jedes Product z,2,x, das ent- 
sprechende p, ; „. so verschwinden, nach der zweiten Bemerkung. die Glieder 
rechts von den Gleichheitszeichen und man erhält: 


3; R=>p,,.0 = F>pi,ıdı.;5 0=p 


Kuh, 


0.13; 
b,; 


. 
4.57 


2 zy4,1 


3 
31. | 0 = Zu... 145 ıIR— =p.1:0.13; 0=p 


| u: 


x,4,2 
5 % . EEE " . Pen 

= = p,,1,302,1,13 0 >p,1,30.,.,23 IR—=p,.,50,.;- 
Diese Gleichungen beweisen, dafs die Ausdrücke y; 2,91: 39: 2,4, in 
R übergehen, wenn man nach Potenzen und Producten der Variabeln 
entwickelt und für jedes Product x,x,x, der Entwicklung p,; setzt; 
und dafs die 6 Ausdrücke 2,%,. 2,9%,» %5f> 2,fr., 2,Y, und ©,y, durch 
dieselbe Operation verschwinden. 


Von diesen Gleichungen, so wie von den Gleichungen (26.). wird im 
Folgenden häufig Gebrauch gemacht werden. 
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13) Es sind durch fi» fa» fs> Yıs 9, 9; im Vorhergehenden folgende 
Ausdrücke bezeichnet worden: 
fan ta, nm + 0, 0,0;+2a,), 0,0 HIN, 2,0, + 2a, 20, 
R=a,n.®, T 4,6, 0, + MD, 0, 0,4 Ja, x; TURNIER: +20,2,2,, 
39 bh =, a1 tn + a), 02a, Ud, 2,0, +2a,z, 2, 
j EN ‚ys » | yore | - ‚yr | 2) . . = » » ® ı m 
EN b, RR Ze Zul ER Zr E 26, 1 C20; +; 11 050 28, 2,122 
3. bu: Cr D,.22 X. by 3% L,2,- 25, 3,22:0;-%, , ,C,7 4 20... 5.0; 





dp,—b, 13 Cı2ı +5, 23 0220, bu, 26, 330,0; | en. a 2b, 30,0, 
Betrachtet man in diesen Gleichungen die 6 Producte &,x,. 2,%,, . 
x,x, als 6 Unbekannte, so erhält man durch Auflösung der Gleichun- 

gen nach diesen Unbekannten: 


f Rax,x, = Yıfı- "q, "h- BAR Pı.v.ıfı FPLı2®: -P1.13% 
Hz, = fi 92: fr - Marl; "P:,23ı$fı "P23,22f: 1 P223%;: 
Rz, = Ys;5fh Gahe- g 34 Ps,3,.1fı 7 Ps322- P3,3,3%;- 
Rz,t, es (fi TEREH i P;, fs u I,3,1$ı pP, ,2f2 I P2 3,3%; > 
ia, — 1 2 Pnıhr 1.5 1-9, 11%$ı- P3.1,2%> -9.13% , 
ha, = afı- fr | 1 Is Pı.2z,ıfı Tr Pı.2.2$: ' Pı2,3%; 
Denn setzt man die Werthe der Unbekannten aus (33.) in (32.), so erhält 
man durch Gleichsetzung der Coöffieienten von p,. %s, %, die Gleichungen 
(26.) und (31.). und durch Gleichsetzung der Coeflicienten von fi, fi. f; auf 





39. 


»n 


beiden Seiten der Gleichungen folgende Gleichungen 


= 33 fi) „ un We 2) « 
ÄRA ei V— 29,3-0,5 == ‚ad, ; 

. Wi AR» ns 2) 
34. 0 — I nu Eh; 
; Ba (3 2) — Re ie 
=. Dei ” , Bun; 


| Oi: On ir j“ 5 uiei;; 


35. = 4 en en 4 x, 1.29 = =g.b,13 
> (3 . 5 . rin A 
= 29; ER P : 24 v 29 = Zgn,b,; 3 


Diese beiden Systeme at dienen zur Bestimmung der 18 Coef- 
ficienten q9. Was die Coöfficienten » der Gleichungen (33.) betrifft, so beträg! 
die Zahl der von einander verschiedenen nur 10; wegen welchen Umstandes 
eben die Gleichungen (32.) und ihre Auflösungen (33.) merkwürdig sind. 


14) Nimmt man an, dafs für ein System Werthe der Variabeln x, = x, 

2%, —Yy, &,—= 1 die Functionen fi, fs, /s verschwinden, so folgt aus dem 

Lehrsatze (3.), dafs für dasselbe System Werthe auch %,. Y., %, verschwin- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXVII, Heft 1. 11 
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den, und aus (33.),. dafs & verschwindet. Es ist demnach R—0 das Resultat 
der Elimination der Variabeln aus den drei Gleichungen f(z,y, 1) =, 
f:(& y, 1) ==0, hy, 1)=0. Daaber R die Determinante der Coefficienten 
der 6 Producte 2,2, 2,2,, .... 2,2, in den Gleichungen (32.), also in Rück- 
sicht auf alle Coöflieienten homogen und vom 6ten Grade, in Rücksicht auf 
die Coöffieienten in den einzelnen Gleichungen aber lineär ist: so wird man, 
wenn man für die Coöffieienten 5 ihre Werthe setzt, welche in Rücksicht 
auf die Coeflieienten der drei ersten Gleichungen Ausdrücke vom 3ten Grade 
und in Rücksicht auf die Coöfficienten jeder einzelnen dieser Gleichungen 
lineäre Ausdrücke sind, die Gleichung A =0 in Rücksicht auf die Coöfficien- 
ten der drei Gleichungen (3 y, 1)=0, k(,yD)=d0, hy, 1)=0 
homogen und vom 12ten Grade, und in Rücksicht auf die Coöffieienten jeder 
einzelnen Gleichung vom 4ten Grade finden. Die angegebenen Eigenschaften 
der Determinante R und der Gleichung A —0 ergeben sich ebenfalls aus 
der Zusammensetzung der Determinante aus den Coöfficienten der Gröfsen p 
in den Gleichungen (25.) und (26.). Dieses sind aber nach Lehrsatz 1. die 
Criterien für die Endeleichung, welche aus der Elimination der Variabeln aus 
den genannten drei Gleichungen hervorgeht. Demnach läfst sich die angedeu- 
tete Eliminationsmethode in Form eines Lehrsatzes wie folgt ausdrücken: 


Lehrsatz 4. 

Wenn drei Gleichungen vom dritten Grade f\(x,y)—0, f(x, y) 0. 
(2,7) 0 zwischen den Variabeln x, y gegeben sind, so erhält man 
die aus der Klimination dieser Variabeln hervorgehende Endgleichung, 
wenn man die Determinante g der Functionen 

I 


L se; > 
re) Buhl 


Ag Be 


zusammenstellt und aus den 6 Gleichungen 


) == 0), 2,2,f,(? 


KL 


er, I 4 
: » E 5 2 
Hi 3 Ä fi ( , a 
#, 


Ag 


=—=(, 


3 


I—0, I —0, I —_o 


2 
Or, Ow 
die 6 Producte &,%,. 23%. »... 2,27, eliminirt, wie wenn sie die Un- 
bekannten wären. 
Da die genannten Producte in die 6 Gleichungen nur lineär eingehen, 
so ist durch den vorhergehenden Lehrsatz die Elimination der Variabeln aus 
drei Gleichungen vom zweiten Grade auf die Elimination der Unbekannten aus 
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lineären Gleichungen, oder. was dasselbe ist. auf die Bildung der aus den Coöl- 
ficienten lineärer Gleichungen zusammengesetzten Determinante zurückgeführt. 
15) Bisher bedeuteten die Zeichen fi. fs, A ganz beliebige homogene 
Funclionen zweiten Grades von den Variabeln z,, x,, x,, und g die Deler- 
minante jener Funclionen. Von nun an sollen mit denselben Zeichen die par- 

tiellen Differentialquotienten von der homogenen Function 
f = Zu 


drilien Grades, nach den Variabeln &,. &,. ©, genommen, und mit g die 


a, 6, u I ee 

Determinante jener partiellen Differentialquotienten bezeichnet werden; welche 
Determinante wir der Kürze wegen die Determinante der Kunction f nen- 
nen wollen. Dieses vorausgesetzt, so gelten die in den vorhergehenden Num- 
mern entwickelten Gleichungen, wenn man überall 3«, , „stalt « 


‚; Selzi. wo- 
durch das System (32.) übergeht in: 


af = al 4,5, 0,03 24, 5, 1030324, 11030 EL TERT ZU DE 
Hf: — 4, 1201 Cı 74,2 982 Ca Az 3 20a 2: 3 24; 1207, 724, 2.7ı8: , 
32 + 4f; — 4, 37,8," U, 3130, A; 3 an 2a; 3 3C,%; 2a, 3030,20, 23018: , 
Fri 31 = b, 117%, b,. 1 00,- b, 3 1 03%5- 20, , 1ı0203- 26, 103%, 1 20, 210,8: 


Ip5: e ee Bm De DE, Mb, 320 26, 1,2030, 20 2 “ 





35 — d, 1,3081 Eee 20 12 | db, 3 30303- 2b, 330203 4- 26;  C30\ 26,237, 8: 

Löset man dieses in Rücksicht auf die 6 Producte &,2,. %,2,. .... 77, 
lineäre System von Gleichungen nach diesen Producten auf, als ob sie die Un- 
bekannten wären, so erhält man die Gleichung (33.). Zur Bestimmung von A 


und der 18 Gröfsen g, welche letztere enthalten, dienen dann die Gleichun- 
gen (35.) und folgende: 


\; R= Zgsa,,n 0 Fgyia,n 0 Eu, 
34.* 0 = =, 1, 1,19 yR Br ua, ı:; 0 = Et ER 
| = I g,,d, 2.55 — Ey, 14, 133 IR — Zg,,4, 1,3* 
Zwischen den 10 Gröfsen p und R hat man die Relationen (31.) und 
= =P,14, 1,1: 0 = >p,,14,,1,2 0 = 2p9,1,14,1,55 
26.” (0 = 9,1:0,1,5 0 = 9141,55 0 = 2P,.124.,1,35 
= ZP.134,,.15 0 = = P,1,34@, 123 = ZP,134.13- 


Nachdem man die Werthe von R und der 10 Gröfsen p gefunden, 
kann man sich die Aufgabe stellen: Die Werthe der Gröfsen 5 zu bestimmen. 
welche nur den Gleichungen (31.) genügen. Da die Zahl der zu bestimmen- 
den Gröfsen b gleich 10, dagegen die Zahl der bestimmenden Gleichungen 9 


ie” 
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ist. so werden die «„esuchten Gröfsen sämmtlich eine willkürliche Constante 
enthalten. Bezeichnet man diese willkürliche Constante mit »n, so wird der 
allgemeine Ausdruck der gesuchten Gröfsen, welcher, für 6, , „in (31.) ge- 
setzt. diesen Gleichungen genügt, 

b 
sein; was aus (26.) und (31.) erhellet. Hieraus folgt: dafs jede homogene Func- 
tion v Ne, , „x,r,x, dritten Grades von den Variabeln x,, X, &,, deren 
Cocffieienten e statt b in die Gleichungen (31.) gesetzt diesen Gleichun- 
gen genügen, von der Form w—=g--mf oder, wenn man in der Gleichung 
(31.) R eine beliebige Gröfse bedeuten läfst. von der Form w—mf-ny 
’st. In der foleenden Nummer soll nachgewiesen werden, dafs die Determinante 


ma, ; 


wi, U z,h, u 


der Determinante von der Function f diese Eigenschaft hat. 


16) Wenn man der Kürze wegen durch v‘ den partiellen Differential- 


i Or h . ü 
quolienten — "_ zweiter Ordnung bezeichnet, so ist 
O2,0%X; 


d ö ae 


3 


() (vs’v -_ vv? 2. —_  y.’V 
z 2 } 2 3 | er l 
| dr, dx, 


36. 0 a (vs ’vy' — vy 


\ dx, 
0 | 
Diese Gleichungen gelten auch allgemein für jede beliebige homogene Func- 

tion g 3ter Ordnung von drei Variabeln. Aus diesen identischen Gleichungen 


seht ein System von 9 Gleichungen durch Differentiation nach den drei Variabeln 
hervor, welches in der vorliegenden Untersuchung eine Anwendung finden wird. 


vs)‘ 


/ 


Bezeichnet man ferner mit w == Ne, , „x@,&,&, die Determinante der 
parliellen Differentialquotienten der Funclion y, welche kürzer die Determinante 
der Function g oder die Determinante der Determinante der Function f 
genannt wird: so ist klar, dafs, wenn man statt der Gröfsen a die entsprechen- 


den Gröfsen b setzt, dadurch fin y, y in w, f, in p,, g, in w, und u, 


0, . . 2 . . = . 
welches , ‚fl — ist, in v/‘ übergeht. Macht man diese Anderung in den 
O2,0X; 


Gleichungen (30.). entwickelt hierauf beide Seiten der Gleichungen nach Po- 
tenzen und Producten der Variabeln und setzt für jedes Product =»-x,x, der 
Entwicklung p, , „, so verschwinden, weil dadurch die Ausdrücke 2,91, 2%, 
X, den Werth R und 2,9,, 23fı> 252, Ir, EPs; X,Y; den Werth VO 
annehmen, mit Rücksicht auf die durch Differentation der Gleichungen (36.) 
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abgeleiteten Gleichungen die Theile rechterhand der sämmtlichen Gleichungen 


und man erhält: 


1 ee nn 7 We rn: » 
pP — —P,1,104,3,19 = —Px,1,1C2,1,29 0 =P9,.1,16,4,3: 
7 _ a Ba E . ” y . 
87. 0 = —P,1,2C,1,19 3 pP = Zp, 1,2062,1,29 'E —P,. 3,2C4.1,3% 
SER; fi en 5 . >" j 
Ü u. <P,, 1,3 6..3,19 Ü) —— <P,.ı.3C,, 4,29 4 —— =P,.1ı3C,1, 3 9 


P = 2,1462, u 
Diese Gleichungen beweisen, dafs die Gleichung (31.) erfüllt wird, wenn 
man e statt 5 setzt und statt R eine bestimmte andere Gröfse P; woraus 
denn nach der obigen Bemerkung folgt: 


38. C _— mM A, ), u 2 nb, hy u y 


2, 1, u 
und dafs die Determinante w der Function g von der Form 
39. vw mf-ng 
ist; was sich auf folgende Art ausdrücken läfst: 
Lehrsatz 9». 
Die Determinante der Determinante emer gegebenen homogenen 
Function dritten Grades von drei Variabeln ist gleich der Summe der 
gegebenen Function und ihrer Determinante, jede mit einem passenden 


constanten Factor multiplieirt. 


Es ist noch zu bemerken, dafs 
40. P=nR 
ist; welche Gleichung man erhält, wenn man die Werthe von ec, ,„ aus (39.) 
in (37.) setzt und die Gleichungen (26.*) und (31.) zu Hülfe nimmt. 
17) Nimmt man an, dafs die Gröfsen p,;,. in 9, ,,. und R in 8 
übergehen, wenn man für die Gröfsen a die entsprechenden Gröfsen 5 setzt, 


so gehen die Gleichungen (26.*) in 


Ei: r BR “ he ö . . 
2 nn =g,:,10, 1,1° 0 == 24.110.125 0: Zu, 1:55 
41 . \ 0 — 4, FB 2 b, 4 1 . 0 — =2q, 5 b, u 2» 0 . 4. 2, 2 b,, i, 33 


_ 


Io Fran 49.130.121; 0 Z—— 24, ist; se (0) 20.130,13 


über und man erhält aus (31.): 


f l “NT ). . — ey . —— > . » . 

ni 0 OS Ener 

y — . ı A — or Te. — 5 al 158 

42. VD 24.120,21} 18 = >3g, 1206,12 a = — (4.,3,202,1,39 
— 5 . ze . L N a 4 

= >g,130,215 0 24,.1304,1,23 B — = 4.130,13 


Durch Substitution der Werthe von c,,,„ aus (38.) in diesen Gleichungen 
erhält man, mit Rücksicht auf (41.): 
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\oR= „1,10. 1,19 == Z=4,. 114, 1%; Ve 24, ,14,;5: 

43. 0 Gx,3,24.,2,19 30 R— 4, 1,24, 3,2: = 24, 1,24, 1,3» 
| O= 4,134, 113 =2g,1,34,1,25 JeR=Tg, ,34,;5: 
44. moR—N,. 

Aus den Gleichungen (41.) ist ersichtlich, dafs, wenn man die Func- 
tion y. oder die Producte einer der Functionen y,. fr, %; und einer der 
Vuriabeln &,, &,, X;, nach Potenzen und Producten der Variabeln ent- 
wickelt und q,;. für jedes Product &,x,x, setzt, die dadurch entste- 
henden Ausdrücke verschwinden. 

Eben so geht aus den Gleichungen (43.) hervor, dafs die nach Po- 
tenzen und Producten der Variabeln entwickelten Ausdrücke f, if: 
2, f5, # f; den Werth gR annehmen, wenn man q, 1, für x,%,x, setzt, 
und dafs auf gleiche Weise die 6 Ausdrücke x, Pıy If, E3pr, Ki, 
2,3, 2,9, verschwinden. 

Auf gleiche Weise, wie die Systeme (35.) und (34.*) die Gröfsen To 
bestimmen, ergeben sich aus (41.) und (43.) die Gröfsen der Werthe Bi, 
Mit andern Worten: die beiden letzten Systeme erhält man aus aa beiden 
ersten. wenn man ; Geıu für 4.., setzt. woraus 

35. Kam ee 
folgt. Setzt man diese Werthe von q;, in (33.). so erhält man 
Iix,x, = Yaıfıt Yuaft - Y113l3 7 Pıaapıt Pu, Pr 4 Pins 
z Fa, RL Er IRE ‚1, 1,22 T Pıı3 3; 


% 


Rr,x,— —,.1fı- 


Rx,x; Is31fı 


| i ; | 
Rx,x, = G:51Jı7 12,32 fi 1:33 137 PasıYı tPasap: P233%; >» 


| ns 
Ra, (311fı- —M12P: —Gnsß; Ps Pı Tr Psı2af2 rt Psı3P; - 


% 





Rx,x, = Yıaıfı- 


1 
> Yd122 fr” 0 Nast PızaP. "Pı22PıT7 Pı23 5: 


% 


\ 
Wenn man also in dem Systeme (32.*) die 6 Producte En !. 

x,®, als die Unbekannten betrachtet, so erhält man durch Auflösung 
der Gleichungen nach diesen Unbekannten die Gleichungen (33.*). Das 
Merkwürdige an diese Gleichungen besteht vorzüglich darin. dafs. während die 
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einen nur 20 verschiedene Coöfficienten a und db enthalten, die andern eben- 
‘ . - » . 1 
falls nur 20 verschiedene Coöffieienten p und —.g haben. 
0 
Wenn man in den Gleichungen (41.) und (43.), durch welche die 
% .gp 1 .. . ® . Er * | « fr 
Grölsen 2 Irun vollständig bestimmt sind, für db, ,,„ die Gröfsen a,,,„ setzt. 
wodurch gleichzeitig d, ,.„ in ma,,„nb,,. und R in S—=meoR über- 
sehen, so werden die so geänderten Gleichungen erfüllt. wenn man We 
- > > ni ZEsW 
In 20 P, 1,4 04,,,,. verändert. Dieses beweiset, dafs durch die Veränderung 


. 1 r r 
von a, ,. in b,..: — Ay MM MOPL u NG. u übereeht. 
a" 


’ R j ii ; . 
Es bedeutet = die aus den Coöffieienten der 6 Potenzen und Pro- 


ducte der Variabeln in Gleichung (32.*) gebildete Determinante. Diese geht 


36 
setzt. Andert man daher die Coeflicienten in (32.*) auf die angegebene Art, 
und bildet hierauf aus den geänderten Coöflicienten die Determinante, so erhält 


in über, wenn man in ihr 5, , .„ für a, ,. und ma,,„-nb,,. für b,,, 


1) N) . « „fe . 2 
man ebenfalls —,. Dieselbe Gröfse erhält man aber auch, wenn man «a, ,„ in 


36 
db... und db, ,,„ in ana, ,„ übergehen läfst und aus den so geänderten Cocfli- 
i m>’R ee 4. 
cienten die Determinante bildet. Diese wird aber —- 30. Mithin ist, I — m’ Rt; 


welcher Werth, in (44.) gesetzt, 
46. o0= m 
giebt. Hieraus folgt nun, mit Rücksicht auf die obigen Bemerkungen, dafs 
Wenn a,,,. in b,;. übergeht, so geht gleichzeitig b,,,, Mm 
ma, nd, fin y, my, y am mfıng, g, im mf,teng. 


. 1 5 ° 5 . ? 
Ponu MG, u: - (»,2,. oder 3 Ur, i,u IM WPD, Neu und R in m’R über. 


15) Wenn man eine Function F' aus einer gegebenen homogenen Func- 
tion f vom 3öten Grade von den Variabeln x,. x,. x, und ihrer Determi- 
nante g wie folgt zusammensetzt: 

42. F=df-0.g, 
wo d und Ö beliebige Constanten bedeuten, und nun mit F\,, F,, F}, die par- 
tiellen Differentialquotienten der Function F' nach den Variabeln genommen 
bezeichnet, so erhalten die Ausdrücke F, x, F\. »,F\,. x,F',, wenn man sie 
nach Potenzen und Producten der Variabeln entwickelt und Px. 3, für x,„ac, a, setzt, 
die Werthe d. A; und auf gleiche Weise erhalten die Ausdrücke FF}, x, Fi. 
x; F,, x&,F,, x,F,, x,K, die Werthe 0. Eben so gehen die Ausdrücke F,, 


’ e a 1 " 
x Fı, Fr, x;F,, wenn man sie entwickelt und Qu, 1, für 0,0%, 
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' 


setzt. in d.R über. während die Ausdrücke »,F\, ;F\, ;Fı. FF}. 
x,F',. x, F', verschwinden. 
Die Determinante der Function # werde durch 
48 D= ZB, ur, 
bezeichnet: in welchem Ausdruck die Gröfsen B, , „ ganze homogene Func- 
tionen 3ter Ordnung in Rücksicht auf die Coefficienten in F', also ganze 
homosene Functionen 3ter Ordnung in Rücksicht auf die Constanten d und d 
sein werden. Bezeichnet man ferner mit ?,. 2#,, 2, die partiellen Differential- 
quotienten der Determinante #, nach den Variabeln genommen, und setzt der 
Kürze wegen Ban — v®), so gelten die Gleichungen (36.) und (30.). wenn 
man in den letzteren f in #, y in und « in v verändert. Entwickelt man 
nun die auf diese Weise veränderten Gleichungen (30.) und setzt P..;, , für 
x,%;%,. So verschwinden. mit Berücksichtigung der durch Differentiation aus 
(36.) abgeleiteten 9 Gleichungen, die rechtseitigen Theile sämmtlicher Glei- 
chungen und man erhält: 
=p,1.B..1; 0 = 2p,,1B,.,:: 0 = E&p,,.B 
ZP.1:B.1.5 #32 = 29.1:B.1>; 0 = 29,.1:B.:;; 
2»P,i ‚B,; 15 0 = Eu. 1:8. 1; 3 griu: <Pp. ;B,; ;“ 
2 — Zu, A 
woraus mit Rücksicht auf No. 15. folot. dafs die Determinante & von der Form 
50. $—= Df--4.9 


ist. wo DJ und 4 zu bestimmende Constanten bedeuten. Bezeichnet man mit PP 


u. 


> * 
u 07 


3 , E ’ ri 
und Pi — die Ausdrücke. in welche & übereeht. wenn man »,..; . oder 
w / Pr. 14 


| . ® 
4..;,, m der Entwicklung von $ für z,r,r, Setzt. so hat man 


i) 
Di 


. 


5. RD=#(..g); R4= &p): 


wobei zu bemerken ist. da DJ verschwindet. wenn d verschwindet. dafs D 
den Factor d haben, oder, da sowohl $(p) als auch (4) ganze homogene 
unetionen 3ten Grades in Rücksicht auf d und Ö sind. dafs in D das mit 
d’ multiplieirte Glied fehlen mufs. 
Das Vorhergehende läfst sich nun kurz wie folgt ausdrücken: 
Lehrsatz 6. 


Wenn man eine gegebene homogene Function dreier Variabeln 
rom dritten Grade und ihre Determinante, die erstere mit d, die andere 
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mit Öd multiplieirt und addirt, so ist die Determinante der Summe der 
beiden Functionen von derselben Form, nämlich gleich der Summe der 
gegebenen Function und ihrer Determinunte, jede mit einem andern ho- 
mogenen Factor 3ten Grades in Rücksicht auf d und d multiplieirt. 

Mit Hülfe dieses Lehrsatzes läfst sich leicht folgende Aufgabe lösen: 

Aufgabe 1. 

Es :st eine homogene Function dritten Grades von drei Varia- 
bein gegeben: man soll eine andere homogene Function &ten Grades 
von denselben Variabeln bestimmen, deren Determinante die gegebene 
Function 2st. 

Aus dem Lehrsatz (5.) folgt. dafs, wenn f die gegebene Function ist. 
die gesuchte Function df--dy sein wird, wo d und Ö aus den Gleichungen 
D=— I und 1=0 
zu bestimmen sind. Die Aufgabe führt also auf eine cubische Gleichung und 

bietet 9 Auflösungen dar. 


19) Wenn man mit feine beliebige Function der n Variabeln &,. &,..... a, 
bezeichnet, so kann man unter der Annahme folgender lineären Gleichungen: 
arten... ta”, = Yı; 
ante rn+... +’ x. = Yı 
Eure te = Var 

of . u 
sowohl f als ——— als Functionen der Variabeln y,. Y;».... y„ betrachten. Die 
OX; i Pe: 5 
Determinanten der Function f seien y oder g‘, je nachdem man x,, &,. .... : 2 
GE Yin Yırsuan y, als die Variabeln betrachiet. Bezeichnet man nun die 


aus den Coöfficienten der Variabeln &,. &,,..... x, in den angegebenen lineären 
Gleichungen gebildete Determinanle mit r, so ist 
> ur u 2 
Denn wenn n? Gröfsen «, mit n? Gröfsen a‘ und n’ Gröfsen w. wo z. 4 
die Zahlen 1. 2, .... nr bedeuten, in der Verbindung 
u: — Ww- a wi... ar 


stehen, so ist bekamntlich die aus den Gröfsen u; gebildete Determinante 
E+u u’... u” gleich dem Product zweier Determinanten. von denen die 


eine r aus den Gröfsen «, die andere S tw" w®.... ww” aus den Gröfsen 
w, zusammengesetzt ist. Diese Relation findet man in der Abhandlung des 


Herrn Professor Jacobi, „De formatione et proprietatibus determinanlium” 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXVII, Heft 1. 12 
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Bd. 22. dieses Journals S. 310 bewiesen. Ist ferner 
w;, = a vr- a, v5 - tal, 
so läfst sich wiederum die Determinante F+w "wi ....w”) als das Product 
von r und der aus den Grölsen v, gebildeten Determinante E+v!) v9 ,...v@® 
darstellen. Mithin ist 
Zr’ u...) — FIN U ,...: 
Die dieser vorhergehenden beiden Gleichungen finden aber Statt. wenn man die 
Variabeln x,. x x, als Funclionen der Variabeln y,.Y>,.... y„ betrachtet. 
wie sie durch die obigen #2 lineären Gleichungen gegeben sind, und setzt: 
or af © N 
en ni ), Vi Di 
OX,OX Dr 7 Oy.O0Yy) 

Diese Werlhe von %; und v/ in die letzte Gleichung gesetzt. welche 
aus den beiden vorhergehenden folgt, lassen dieselbe in (52.) übergehen. Dieser 
Gleichung wird man sich bei der Lösung der folgenden Aufgabe mit Vortheil 
bedienen. 

20) Aufgabe 2. 

Eine beliebige gegebene homogene Function f — Za,, „x,x;x, 


Yı hr MM 


dritten Grades von den VWartiabeln x,, &,, x, durch Substitulionen von 


der Form 


x Y3» 

way, tar, 

in eine andere zu iransformiren von der Form: 
34. f ie yıTr! 77 y3+ 6 TyıYy2Y3: 

Diese Aufgabe verlangt die Bestimmung von 10 Gröfsen: der 9 Coef- 
cienten der Substitutionen und der Gröfse x. Die 10 Gleichungen, aus welchen 
die senannten Unbekannten zu bestimmen sind. erhält man. wenn man die 
Function f der Variabeln x,, a,,. x, in der Gleichung (54.) vermittels der 
Substitutionen (53.) als eine Function der Variabeln y,. y», Y, darstellt, nach 
Potenzen und Produeten dieser Variabeln entwickelt und die Coöffieienten 
oleicher Potenzen und Produete auf beiden Seiten der entwickelten Gleichung 
einander gleich setzt. Dadurch bekommt man aber Gleichungen von sehr 
complieirter Art. Dasselbe gilt von den Gleichungen, die sich ergeben. 
wenn man die Substitutionen (53.) nach y,. Y,. Yv, auflöset. die Werthe von 
y,. Yy, in den Theil rechts der Gleichung (53.) setzt und die Coöfficien- 


er 
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ten gleicher Potenzen und Producte der Variabeln y,. Y3, Y; auf beiden Sei- 
ten der entwickelten Gleichung einander gleich setzt. 
Eine dritte Art die Aufgabe zu behandeln ist folgende. Man bilde die 


Determinante g‘ des Theils rechts der Gleichung (54.) 


3. eb’ ty) + HI AyıyY;; 
bezeichne mit y., wie vorhin, die Determinante von f, und mit r diejenige 
aus den Coöfficienten der nach y,. y,. y, aulgelöseten Gleichungen (53.). Als- 
dann eilt für den vorliegenden Fall die Gleichung (52.): 

eu ee. 
Multiplieirt man die Gleichung (54.) mit 6’ ’r’ und addirt sie zu dieser Glei- 
chung, so erhält man 


$.r.r.f+p = b’r(1+-Sn®)yıyıY;: 
welche Gleichung. wenn man der Kürze wegen 
n? l 
56. — —; de —— 
. d 1--Sn’ u’ r:(1+8n?) 


setzt. ın 
97. d.f+-0.y = Yıyy; 
übergeht. Diese Gleichung läfst sich in Worten wie folgt ausdrücken: 
Lehrsatz 7. 

Kine gegebene homogene Function dritten Grades von drei Varia- 
bein, so wie ihre Determinante, lassen sich mit solchen constanten Facto- 
ren multipliciren, dafs die Summe in drei lineäre Factoren zerlegbar ist. 

Ferner ist zu bemerken, dafs die vorliegende Aufgabe mit folgender 
übereinkommt: Kine gegebene homogene Function dritten Grades von drei 
Variabeln, und ihre Determinante, mit solchen Facloren zu multiplieiren, 
dafs ihre Summe in lineäre Factoren zerlegbar sei. 

Um diese constanten Factoren zu finden, bemerke man, dals sowohl 
der Theil links der Gleichung (57.), als seine nach x,. X,,. x, genommenen 
partiellen Differentialquotienten für die Werthe x)”. x”. x der Variabeln 
Xın X» 0. Wo z eine der Zahlen 1, ?. 3 bedeutet. verschwinden, weil der 
Theil rechts der Gleichung und seine nach &,, x,. x, genommenen partiellen 
Differentialquotienten für die nach (53.) entsprechenden Werthe „0, y,— 0 
oder y,=0, yy=0 oder y„=0, y3„==0 verschwinden Man hat daher, 
mit Beibehaltung der frühern Bezeichnungen, für die Werthe x, — x”. 


=", 2, = x”: 
535 df+I.p=0; df+td.m—=0; d.h +d.p,—=0; 


12 * 
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woraus nach Lehrsatz 3. folgt: 

599. D.fi4+-4.9,=0; D.f-+449=0; D.£, +4. =. 
Eliminirt man endlich f, oder f, oder f,. so erhält man zwischen d und Ö die 
sedingungsgleichung 

60. D.I—A.d — 0. 

Diese Gleichung ist homogen in Rücksicht auf d und d und vom 4ten 
Grade, weil, wie sich in No. 18. zeigte, D und ./ homogen und vom 
dritten Grade sind. Demnach läfst sich der Lehrsatz 7. wie folgt vervoll- 
ständigen. 

Lehrsatz 8. 

Eine gegebene homogene Function 3len Grades von drei Varia- 
bein und ihre Determinante lassen sich auf 4 verschiedene Arten mit 
solchen constanten Factoren multiplieiren, dafs die Summe jedesmal ın 
lineäre Factoren zerlegbar ist. 

Wenn man die Elimination der Variabeln x,. x,, x, aus (58.) und 
(59.) auf die Weise ausgeführt hätte, dafs man in der Entwicklung derselben 
nach Potenzen und Producten der Variabeln diese Potenzen und Producte als 
die Unbekannten eliminirte, so würde man eine homogene Gleichung vom 12ten 
Grade in Rücksicht auf d und Ö erhalten haben; woraus man schliefsen könnte, 
dafs es nicht 4 sondern 12 Arten der Zerlegung in lineäre Factoren gebe. 
Von diesen 12 Arten fallen aber immer je drei in eine zusammen, weil die 
aus der genannten Elimination hervorgehende Endgleichung von der Form 
D.ö— 4.d” —0 ist; was aus dem Vorhergehenden erhellt. 

Dividirt man die Gleichung (60.) durch d*, so wird man eine 


\ . « . .. ° . ” d 
Gleichune 4ten Grades in Rücksicht auf die Unbekannte 5 erhalten. deren 


Wurzeln 


COREL CH FL CH FE C 9} 


sind. Diese 4 Wurzeln sind zu bestimmen, wenn man die vorgelegte Aul- 
gabe vollständig lösen will. Ist es geschehn und läfst man d und d ir- 


cz 


. I) og . d . ° r 
gend zwei Grölsen bedeuten, deren Quotient y einer der gefundenen Wur- 


zeln gleich ist, so bleiben noch die Gleichungen (58.) aufzulösen, aus denen 
man die Verhältnisse der Unbekannten z,:2,:7, festzustellen hat. Es ist aber 
oben angedeutet worden, dafs diese Gleichungen erfüllt werden, wenn man 


für &,, 2,, 2; entweder x, x, x” oder P, x, x”? oder x”, 2”, x” 
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setz. Man wird daher drei verschiedene Systeme von Verhältnissen der 
Unbekannten zu einander aus den Gleichungen (58.) ziehen können, welche 
jenen Gleichungen genügen. Löset man aber zwei von den Gleichungen (58.) 
auf, so ergeben sich, da sie vom zweiten Grade sind, 4 solcher Systeme, von 
denen eines, welches der Gleichung (58.) nicht genügt, auszusondern ist. 
Wie die Unbequemlichkeit der Aussonderung des 4ten, überflüssigen Systems 
durch einen eleganten Calcul vermieden werden könne, soll in dem nächst- 
folgenden Paragraph auseinandergesetzt werden. Hat man nun auf irgend 
eine Weise .die drei verschiedenen Systeme von Verhältnissen der Unbekannten 
gefunden, welche sämmtlichen Gleichungen (58.) genügen; so wird jedes der- 
selben einem Systeme der Verhältnisse der unbekannten Coöffieienten a\ ax: x$" 
gleich sein. Damit die Unbekannten aber den gesuchten Coeffieienten der 
Substitutionen selbst gleich werden, hat man sie so zu hestimmen, dals sie 
noch der Gleichung 
[er 

senügen. Nachdem auf diese Weise die gesuchten Coöffieienten der Substi- 
tutionen bestimmt worden sind, bleibt noch übrig, den Werth der Gröfse 
in der Gleichung (54.) anzugeben. Dieser ergiebt sich aus der genannten 
Gleichung, wenn man den Theil links derselben durch die eefundenen Sub- 
stitutionen als eine Function der Variabeln y,. y,, Yv, darstellt, den Coöffieien- 
ten von Y,Y»Y; der Entwicklung heraushebt und ihn durch die Zahl 6 dividirt. 

Die vorgelegte Aufgabe läfst vier wesentlich von einander verschie- 
dene Auflösungen zu, da man auf die angegebene Art jede der vier Wurzeln 
der Gleichung (60.) verwenden kann. 

21) Nachdem man die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (60.) 
© gleich 
einer jener Wurzeln ist, so bleibt noch übrig, die drei verschiedenen Verhält- 


berechnet und zwei Gröfsen d und Ö bestimmt hat, deren Quotient 


nisse der Unbekannten 2, :2,:x, zu bestimmen, welche sämmtlichen Gleichun- 
gen (98.) genügen. Dieses kann auf folgende Weise geschehen. Man setze 
die Werthe von ,, %,, 9, aus (58.) in die Gleichungen (33.*). Diese 
Gleichungen lassen sich, wenn man «, P, y für R&,, Rr,. Rı, setzt, wie 
folgt darstellen: 
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d 

35 Pu) 6: 
d h 

Ni 2,3 pl : 
4, — ar 


Peas)l 
) 


242) 
| 2 2,3,2J7: 2, 233J1: 
am) TRY .) 


Ih fs 
zn 2, )fi- u - a2)fet\- 07 Ep 2 Jh . 
Ir 


- ( 03,3, et 3,33 — 5 PR’ 3 


Durch Auflösung des ersten, zweiten und letzten Systems von 3 Gleichungen 
nach fi, f5, f; erhält man: 

(fi = wlaıı ni; 4,2%, + 4,3%5), 

f: — 0(4ı%ı 





y L; ” (- G3,3,1 mn Sp, 31 


-- 4, 2X AR, 3%3)s 

B; (4,1%, 4,2% 4; 3%), 

fi —=fß b,ı%ı +b,,2%--b,3%;), 

f: = (br, ı X au RE 2 +b,,3%;), 

f: — Pb; X 03202 +55 383). 

fi = % 18T C|,2X%2 7 C,,3%3)» 

f: = % 62 1% + C2,2%2°7 02,3%3)» 

bb > ylaırı +6032%, 6,3%); 

wobei zu bemerken ist, dafs @«, ,— a, , und ebenso d4, ,—=b, , unde, , =, ,. 
Zieht man nun das zweite System der Gleichungen (62.) von dem ersten ab, 
so erhält man: 


a ex 
(Sa, b,.)&ı- (3a.—b,,. : (Sa, 3 —b,,)2; —=WU, 
e | ‘ 


% & a ı ja 
63 3 (Sa. ‚—b,.)2.- (3a..—b.. 2 | (2 d, y— —b,,)%; —— (). 


5 


(= d; ‚—b,.)& (34,2 — b,.)a + (Fand) a ae (0); 


woraus sich durch Elimination der Unbekannten &,. x. x; eine Gleichung 
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dritten Grades in Rücksicht auf f, wie 


64. W—V 
ergiebt. Die Wurzeln dieser Gleichung seien: 


(4) (3)", (5. 


Setzt man dieselben nach einander in (63.) und bestimmt für jede die ent- 
sprechenden Verhältnisse der Unbekannten, so werden solche gleich den Ver- 
hältnissen der Coöfficienten x{), x), a\” der Substitutionen sein. wenn man sie 
aus den angegebenen Gleichungen (63.) und der Gleichung f = I bestimmt. 
Es ist im Vorhergehenden angedeutet worden. dafs die vorgelegte 
Aufgabe 4 wesentlich von einander verschiedene Lösungen zuläfst. Man erhäll 
zwar aus den gefundenen Auflösungen andere, wenn man für die Variabeln 
Yıs Ya, Y, dieselben Variabeln mit den dritten Wurzeln der Einheit multiplieir! 
setzt. Diese werden aber nicht als wesentlich verschieden zu betrachten sein. 
Jede der 4 verschiedenen Auflösungen verlangt die Kenntnifs einer Wurzel der 
biquadratischen Gleichung (60.) und der vollständigen Auflösung der dieser 
Wurzel entsprechenden cubischen Gleichung (64.). Die vollständige Lösung 
der Aufgabe verlangt also die Auflösung einer biquadratischen Gleichung und 
4 von den Wurzeln derselben abhängigen eubischen Gleichungen. In der fol- 
senden Nummer soll aber dargethan werden, wie aus der einen Auflösung der 
Aufgabe die übrigen abgleitet werden können, ohne die Auflösung einer höheren 
Gleichung. Die Ausziehung der dritten Wurzel aus der Einheit wird hiebei 
nicht für eine Auflösung einer cubischen Gleichung gerechnet. Dieses voraus- 
gesetzt, so erhellet, dafs die vollständige Lösung der Aufgabe in der That nur die 
Kenntnifs einer Wurzel der biquadratischen Gleichung (60.) und die vollständige 
Auflösung der von dieser Wurzel abhängigen eubischen Gleichung (64.) verlangt. 


hen) 
22) Aufgabe 9. 
Die gegebene Function 
f= yıryty+46aryY; 
durch Substitutionen von der Form 
Yyı = yı’z, we’, Yı’23» 
= may 422 
year)’ a4y”3% 


ın andere von derselben Korm 
66. f = 1- 3+23+61].2,2,2; 


zu transformiren. 
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Wenn man diese Aufgabe auf dem in No. 20. angegebenen Wege zu 
lösen unternimmt, so wird man finden, dafs die Bestimmung der Verhältnisse 
der Coöfficienten vi”. 35”, y5 auf die Lösung der Gleichungen 

IN. Y| / Yı)ı = 0: y—4 YYyı = 0; hy, Ya = 0 
führt, welche in der ne rgehe nden Aufgabe den Gleichungen (58.) entsprechen. 
Durch Elimination der Variabeln y,. y», y; erhält man die der Gleichung (60.) ent- 
sprechende Gleichung + Pl. 

Bezeichnet man nun durch A’ und 4 die beiden imaginären dritten 
Wurzeln der Einheit, so giebt (58.*): 

für 4 f, Me A u, fr A eK”, 
4 TE ya ee ER, 
es ya ehr Fi eye ih, 
| te, Yu, me IR; Yayıyı. = Ich 1 
woraus ; folge he drei Substitutionen hervorgehen, a welche die gegebene Func- 
tion f der Variabeln y,. y>, Y; in andere von derselben Form transformirt wird: 
Erste Substitution. 
%3,+ 2, oder 23,=(l1-+? 
k'2,+k'z, - 
kK'2,+k': DAN - 
Zweite Substitution 
3,+- 2, oder k'z,= 
Z+k'2, - 


k'z ‘> 
rn a! Er —— 


Dritte en 
Fr a: 2 nis —_ I Ian. 
\ /. a | 2] 2 odeı k wi - | Ih ı)\k Y 2 
89.751- nun Kst z+tkrz, - 3, —(1-Ikn)| Yı- Yı kr, 


3 | | 2; N)Y;3: :K''z h: I, rn 2, - eg, 1 Ik’ rı) | Yı7 -k''y vi Y3 


Die verschie a 'n Substitutionen. durch w he eine gegebene nn 


) 
3) 
\ 
3/9 
! 
3) * 


< 


I a,,,%,%,xX, der Variabeln x,, &,. x, in andere von der Form 
21 +2,73, 612, 22; 

transformirt wird, erhält man nun, wenn man in den Substitutionen (53.), deren 
Coöffieienten in No. 20. und 21. bestimmt worden sind, für y,. Ya, y,; entweder 
%,.%,. 3, oder die Werthe von y,.y,. y, aus den vorhergehenden drei Substitu- 
tionen setzt. Aus diesen Substitutionen ergeben sich endlich noch andere, wenn 
man die Variabeln z,,&,, x, einzeln mit den dritten Wurzeln der Einheit multiplieirt 
und diese Producte statt der Variabeln Zr 3, 3, Selzt. (Die Fortsetzung im nächsten Heft.) 
Königsberg. den 16. Januar 18944. 


Te 














11. Hesse, uber die Wendepuncte der Curven dritter Ordnung 47 


1. 
Über die Wendepuncte der Curven dritter Ordnung. 


(Von Herrn Dr. Otto Hesse, Privatdocenten an der Universität zu Königsberg.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 10. im vorigen Heft: „Über die Elimination der Variabeln aus alge- 


braischen Gleichungen zweiten Grades.” ) 





R 

23) wW enn man mit X&,. X, die rechtwinkligsen Coordinaten eines 
Punctes » in der Ebene bezeichnet, der auf einer durch ihre Gleichung u — 0 
gegebenen Curve beliebig aber fest angenommen ist: ferner mit X. X, die 
Coordinaten eines variabeln Punctes der in dem ersten Puncte errichteten Nor- 
male der Curve. so verhalten sich die Differenzen z,— Ä,,. 2, — A, wie die 
Cosinusse der Winkel. welche die Normale mit den Coordinaten- Axen bildet. 
oder wie die partiellen Differentialquotienten w,. %, der Function u der Va- 
riabeln &,. 2,. nach diesen Variabeln genommen. Bezeichnet man ferner dureh 
), einen unbestimmien variabeln Factor. so hat man 

65. u - A) = u, (9 —ÄAÄ)ı = u, 
woraus durch die Elimination von 4 die Gleichung der Normale selbst hervor- 
seht. Diese Elimination kann jedoch unterbleiben, da es vortheilhafter ist. die 
Gleichungen der Normale unter der Form (65.) zu betrachten. 

Bezeichnet man mit 2,- de,. 2,—-dx, die Coordinaten eines dem 
Puncte p unendlich nahe gelegenen Punctes der Curve ==0, und mit u 
einen unbestimmten variablen Factor, so erhält man für die den vorhereehen- i 
den entsprechenden Gleichungen der in diesem Puncle errichteten Normale: 

da, —- ÄA)u = urdu,. (v,+dn,— A)u = w-+du,. 
Für den Krümmungsmittelpunet der Curve, in welchem sich. wie bekannt. die 
beiden Normalen schneiden. gelten die angegebenen 4 Gleichungen. Läfst 
man daher X,. A, die Coordinaten des Krümmungsmittelpunctes bedeuten, so 
kann man dieselben mit Hülfe der angegebenen Gleichungen und der folgenden 
durch die Coordinaten des Punctes p wie folgt ausdrücken: 
u,dx,--wda, — 0. 

Die Länge o des Krümmungshalbmessers ergiebt sich aber aus der 

Formel e = ((aı — Al)’ + (0, — AR)) oder 


N 


vys l Ir 2 IN 
66. Oo zus 7 ya us. 
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Es bleibt nun noch übrig, den Werth von A anzugeben. Denn hat man 
diesen gefunden, so giebt die Gleichung ( 66.) den Werth des Krümmungs- 
radius, und (65.) giebt die Relationen, welche zwischen den Coordinaten des 
Punctes p und den Coordinaten A. A, des Krümmungsradius Statt finden. Zu 
diesem Zwecke ziehe man die Gleichungen (65 ) von den darauf folgenden 
beiden ab. Dieses eiebt 
(ade, — A,)(u—)) =du—idx,, (o,-dae,—X,)(u—)) = dw — ide, 
und, wenn man die Werthe von 2, — A, und ,— A, aus (65.) setzt, 


. 4 ' Bu u—4 . 
(u,- .da,)—, — dw—ıdz,, (w+ida,) — dw—ıde,. 


Vernachlässigt man die unendlich kleinen Gröfsen Adx,, Ad, gegen 
die endlichen %,. %,. so hat man 


... —4 ' 
u u : du, —ıde,, u, — du, —ıdr,. 


Fügt man hiezu noch die Gleichung w,de,-+-Ww,dx,—0 und bezeichnet die 


’ y j o?u ' ee 

zweiten partiellen Differentialquotienten 5. der Function « der Kürze wegen 
0OX,041 
mit %, ;, so stellen sich diese Gleichungen wie folgt dar: 
U — A N BE | \ 
uU — U; — A) dr, - i Ur dx, . u, — GEN! uU, 1 d«ı, + (U... Zi „de, b) 
ude,--wde, =. 

Wenn man die beiden ersten Gleichungen nach dx, und dx, auflöset, so 
erhält man 

Nds, = (uv,—)w—u,%, Nds, = —w u (u, —A)U;, 


| 2 
5 5 j 
N Fr | KU, ))(u,, Er 1) - U, 2%, ı| ’ 


und wenn man diese Werthe von dx, und dr, in die letzte Gleichung setzt, 


\ 


N) TU uU. uU A 0). 
Daraus ereiebt sich für den gesuchten Werth von 4: 
u — u Matt at, 
u? -+u3 
Es seien 2,, 25. &, die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes 
p einer durch die Gleichung #==0 gegebenen Oberfläche , X, X,, X, die 


Coordinaten eines variabeln Punctes der in » errichteten Normale der Ober- 


67. A = 


24. 


Mu 


fläche. Unter dieser Vorausselzung verhalten sich die Differenzen &, — A. 
x,— N,, 2,— A, wie die Cosinusse der Winkel, welche die Normale mit 
den Coordinaten-Axen bildet, oder wie die partiellen Differentialquotienten 
U,. %,. U, der Funclion %, nach den Variabeln z,, &,, ©; genommen. Es 
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sind daher. wenn man mit 7 einen unbestimmten variabeln Factor bezeichnet. 
die Gleichungen der im Puncte p errichteten Normale der Oberfläche foleende: 


68. (2,—- X) =, (2,— A,)) — u,, (2, —Uu)k —Ä,. 


Ebenso wird die in einem dem Puncte p auf der Oberfläche unendlich nahe 
selegenen Puncte g errichtele Normale, wenn man mit x,--da,. a,-. dx,. 
ar, dx, die Coordinaten dieses Punctes und mit « einen unbestimmten variabeln 


Factor bezeichnet. durch die Gleichungen bestimmt: 


(a, +-de, —AÄ,)u = w--du. 
(2, +-da, — A,)u —= u--du,. 
(2, +d2,— A;,)u = u,--du,. 


Diese beiden Normalen werden sich im Allgemeinen nicht schneiden. 
Sie schneiden sich aber, wenn der Punct g auf der durch » gehenden Krüm- 
mungslinie der Oberfläche angenommen wird, in welchem Falle der Schnittpunet 
r der Normalen zu dem Krümmungsmiltelpunet des durch p und g gelegten 
Hauptschnittes wird. Läfst man daher A), Ä,. A, die Coordinaten dieses Krüm- 
mungsmittelpunctes bedeuten, so ergeben sich die Werthe derselben aus den 
angegebenen, zu gleicher Zeit Statt findenden beiden Systemen von Gleichun- 
gen. und der Krümmungsradius ist og = y((a, —AÄ,) - (a, — A}, + (2; —X,)”) 
oder. mit Rücksicht auf (68.): 


| & 
[ u. . (a? __ 2 4 2 \ 
9 Pe = 7 yim —-w—u,)). 
Um den Werth von A in dieser Formel zu bestimmen. ziehe man die Gleichun- 


een der Normalen von einander ab. Dieses giebt 





(ar, na dx, — Ä,) (u u 1) cn du, dom k dx, I 
(2, da, — A,)(u—)) — dw—ide,. 


Diese Gleichungen gehen, wenn man die unendlich kleinen Gröfsen 
dx,,. dax,. dx, im Verhältnils zu den endlichen Differenzen &, — A, 2, — A). 
x, — X, vernachlässigt und für die Differenzen die Werthe aus (68.) setzt, in 
folgende über: 


we — du, -idr,. u E — dw, —ı.dx,. u, — Es du,—ı.d«x,. 
Fügt man noch die Differentialgleichung der Oberfläche hinzu und bezeichnet 
die Differentialquotienten en der Kürze wegen mit %, ,, so lassen sich 
die Gleichungen wie folgt darstellen: 


13 * 
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(u, aaa ‚de, -U,» dx; “U; dx. 9 


= uU, L dx, a (u; Aa )) dx; : u, 3 da, “ 


Pre | | N n 
Ur, y e—— u, , dx, --u; , da,+(u,—A)da;,. 


ud, wda,-+u.dae, — (0. 
Aus den drei ersten Gleichungen ergeben sich die Werthe von dx,, dx,, dx, 
durch Auflösung. Setzt man BEN in die letzte Gleichung, so wird man finden: 
uU U AU 0 A)—U5, 1} u5 [U 1-A)(Um,A)—UN 2} 
0- - u, U, {u, U, ı— u Ua) U, U, U, 2%, 5 — (U — A) U; 1} 
+ 2U, U, [U,3U, 3; — (U 3 —A)Urn}: 
Bezeichnet man endlich mit 4, und A, die beiden Wurzeln der vorliegenden 
quadratischen Gleichung, so erhält man: 
nr +4 = 
url at, dt (tz, +, 1) eh ats, Vans U gs U zU U 1 U US 0 
ı? un us u; 
4 


27 | »2 TV a , 
u sı 7%, Ver 8; st2u,u, Vv 2, arts u FR; u, t+2%, uV 23712 


«+u2+ u? P 


a 
’ 








ihn 
wo die Gröfsen V,, , die Bedeutung 
VYız ms —Ws; ., = U, %,3, 
V.2 = W3Wı—Uı: f Us, —U,,d4%;,ı, 
V,; Ulla — Un ge U, U2,3 — Ur 3 Uı,n 
haben. Wenn man diese Wurzeln nach einander in (69.) statt A setzt, so er- 
hält man die Krümmungsradien der Hauptschnitte im Puncte p der Oberfläche. 
Selzt man sie in (68.). so bestimmen jene Gleichungen die Coordinaten X,, 
A,. A, der Krümmungsmittelpuncte der Hauptschnitte. 
Die Zähler der Ausdrücke (67.) und (71.) kann man auf eine elegante 
Art Iransformiren, wenn # eine ganze algebraische Function vom Grade n ist. 
Diese Transformation soll in Folgendem auseinandergesetzt werden. 
25) Durch Auflösung eines lineären Systems von Gleichungen mit 
m Unbekannten ©,. %, .... 2„ von der Form 
u TU. tt... Hrn Um: 


In. — TU, 7 MU, Pro, IT LEmÜ ms 


F 


\ 


72 


wi 


—n TD, Un. 1 4 LT, Un. 2 die oo.» 


m | 


erhält man Gleichunsen von der Form: 
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wos UU,-+U,T,, +... 1U,U,,, 


73 I.2; En U, U. -- U, U, ; Feet U, Bo ’ 


I.X, rem U, U, m - - U, Urn - RR 4 U, Wi m Y 
wo 4 die aus den Coöfficienten der Gleichungen (72.) zusammengesetzte De- 
terminante, also eine ganze Function vom Grade »n und die Gröfsen U, , ganze 
Functionen vom Grade m — 1 in Rücksicht auf die genannten Coöfficienten 


bedeuten. 
Ein zweites gegebenes System lineärer Gleichungen mit den m — 1 Un- 


bekannten &,, %;, -... Lyni 


y,= TU, Un eo tautnn: 
1 v, =— LU, ı - "Turn 4 .... Lam Ur m—1 9 
‘4 
\ V.. sun: 7 Un | "DL; Un-1,: 7. er em Un—1,m—1 


gebe, nach den Unbekannten aufgelöset, 
0.2, ER V, V,.: r v; V, | F ..T Wi RE ’ 
d. %, = V,V,.: + v; V,; ven a Wi V.-,: ’ 


m 


(d. 


| Ö, - A V, V, or 4 V. v. ‚ L.. ... V_, ARE 

In diesen Gleichungen bedeutet d die aus den Coöffieienten der Gleichun- 
gen (74.) zusammengesetzte Determinante, welche mit der Determinante S in 
der Verbindung 


76. 04 —)0—=-X 


d Mn m,m 
steht. Zieht man die Gleichungen (72.) von (74.) ab, so erhält man 

u ME Zu re; 

D U, — In Um; } : ap U, — LU, m; a ) ml I m—1 — In Unln 
Setzt man diese Werthe von V,. V;,, .... F,,_, in (75.), so findet sich: 
O0 e U, V,.+ U, v, .- ... (RE Vo —n{Um V,ı tu. V,\- Too. Un—ım V, .ıp 
0.2 an U, V.+ D, en 1... Ü V — Um V,.- U; „ V,.+ es Bm. Bus 


m—1" m—1,? 


3. LT n- a u f mt U, v, mt: Er Wen ‚m—1 
x, ‘U,, m V; 
Multiplieirt man diese Gleichungen mit 4, setzt darauf für . A&,,... Ax, die 
Werthe aus (73.) und vergleicht die Coöffieienten von U,, auf beiden Seiten 
der Gleichungen, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (76.): 


7 { 
‚m— ı+%,.V 2,mt | Fe m—1,m—1jJ" 


IK 
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u 7 m‘ 7 @ Es 7 I 
ar Ulm [ 1,1 | U, m ‚ as alla [ Un-ı1m } m—1,1j 9’ 
| | 


\ f ai \ ee \ 
m td m } 1,2 2, | “ii Un—ı,m V„_..) ) 


r 


r 7 | 7 | | j 
Ü Sr Um } ı,m—ı | Ur m } 2,m—1 2 ....;| Un } 1m). 
Mit Hülfe dieser Gleichungen stellt sich das vorhergehende System so dar: 

) 2 | pn ( U, Fi; 4 U, V,, + .... I U„_, Vazı,. + LT, Fir . 
di 2 ’ U, Vi: u; U; N... si u: U 


n.m—1 


7 | m 
Mm 1 } m—],?2 + T m U, - 
ale 'YV ı 11 7 Luca 
Ö Pa | a U, v Im | U, v 2,m-—1 TEE T IF } m—1,m—1 1 - L REN . 
Ö. #_ U, } FR j 
Nimmt man nun an, dafs u, ‚—w,,, , woraus bekanntlich folgt, dafs auch U, ;,—U, „ 
und V,;—=FV;,: so erhält man, wenn man respective mit U,, U,,.... U, mul- 


/ 
m 


tiplieirt und alle Gleichungen addirt, mit Rücksicht auf die letzte Gleichung (73.): 
5; de. U, +2; U, - .. +2, 0U,)— 2,2,4 

?W T?W/ 1? 4 6 7 «4 7 

I ‚3 A u U!) 9 A A 2U, U, Var... +2U 1} 


m—2,m—1 7 m—2,m—i' 


Es sei nun u eine gegebene Function nten Grades der m —1I Va- 
riabeln &,. 23, » +. X. Diese Function ist homogen und von »n Varia- 


. NA LK. Un— 
beln. bleibt aber vom nten Grade, wenn man —, 2, ,,.. = statt der 


4 m J m Nm 


Variabeln setzt und die Function mit x, multiplieirt. In dem Folgenden soll 


m 


unter © die auf die angegebene Weise homogen gemachte Funclion % ver- 
standen werden, mit der Bestimmung, dafs der Werth der letzten Variable x, 
oleich I sei. wodurch die gegebene und die homogen gemachte Function gleich 
werden. Bezeichnet man ferner mit «,, %,,.... a, die Differentialquotienten der 
homogenen Function « nach den m Variabeln genommen, so hat man bekanntlich: 

38. nn = ru MW ....2,U 


m m’ 


Bezeichnet man endlich die zweiten Differentialquotienten der Function «, nämlich 
N? . . r D 
‚ mit %,,; oder a,,. so hat man auf gleiche Weise: 
IK; , 2 ’ 


nn nr l U, _—.- T, U, - T,U,n u u... m LU m» 


MW — 1.u, en LU, | „EU, n 4+..+ LU, ns 


( 


n—1.u, = 2U,ıt Tu, t .... + 7,U 


m,m * 


Aus diesen Gleichungen erhellt, wenn man sie mit (72.) vergleicht, dafs 
U, DZ n TER 1.u, 
gesetzt werden kann; wodurch die Gleichung (77.) mit Rücksicht auf (78.) in 
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80. n.n—1.l.u—xr,.r,.4 
= No +WwWV. +... 4% a-ın-ı tt 24% Vı2-+ ....- 2% 
übergeht. Diese Formel dient zur Transformation der Zähler der Ausdrücke 
(67.) und (71.); was sogleich erhellet, wenn man m— 3 oder m —=4 setzt. 


V 
m—?2,m— 1 mtl 


26) Wenn man die Gleichungen (74.) unter der Annahme ın —=3 
auflöset, wodurch man die Gleichungen (75.) erhält, so ergiebt sich 
V.: — U V;: U,ı> V,. = 
und die Determinante der Coöfficienten in den Gleichungen (72.) wird: 
I == U .lı. U; ;- U U U U U U U, UN: 





Setzt man diese Werthe in die Gleichung (S0.),. so geht der Theil rechts 
derselben in den Zähler des Ausdrucks (67.) über. Bemerkt man nun, dafs 
die Coordinaten des Punctes > der Curve «= (0) die Function # verschwinden 


machen und dafs z,= 1 ist, so hat man: 
vum aM - — A 
67.% u ee en 
(n—1)?(u?+ u?) 
Für an =+4 wird. 


/ Vi = u: —U;, V.: = %ı —- Uı%W >: 
P EM 7? 2.2 
V,, — U, ;3U, ı —U; |» V;, — U; U, 2 U, :ÜU; |» 
V;; . U ,ıU, 2a Un. Fi, Fon U ,3U, 3 — U; ;U,..- 


Setzt man diese Werthe in den Theil rechts der Gleichung, so geht der- 
selbe in den Zähler des Ausdrucks (71.) über. und da x, = I und für 
die Coordinaten des Punctes p der Oberfläche #« — 0 die Funelion ”% ver- 
schwindet, so hat man: 

—4d 
(n— 1)? (u? + u2-4uR) 
Diese Transformation ist vorzüglich deshalb von Wichtigkeit. weil sie die 
Grade der Zähler der Ausdrücke (67.) und (71.) um zwei Einheiten er- 
niedrig. Denn während der Zähler des Ausdrucks (67.) in Rücksicht auf 
die Variabeln vom Grade 3n —4 war, so ist der Zähler des Ausdrucks (67.*) 
nur vom Grade 3(n—?). Ebenso ist der Zähler des Ausdrucks (71.) vom 
Grade 4n—6, der Zähler des Ausdrucks (71.) aber nur vom 4(n—?)ten Grade. 

Man pflegt mit dem Namen Wendepuncte solche Puncie einer Curve 
zu bezeichnen, in denen der Krümmungshalbmesser unendlich grofs ist. Ist 
nun ©—() die Gleichung einer Curve nter Ordnung, so werden die Coor- 
dinaten dieser Puncte durch die Gleichungen 

u=0 und =D 


> > - - 
11. kfz = 
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bestimmt. Nimmt man den Werth von A aus (67.), so werden diese Gleichungen 
auf die Zahl der Wendepuncte gleich n(3n— 4) hindeuten. Setzt man aber 
für 4 den Werth aus (67.*), so geht die letzte Gleichung in f/==0 über und 
die Zahl der Wendepunete redueirt sich auf 3n(n—?2). Man hat daher fol- 
senden von dem Herrn Professor Plücker in dem „System der analystischen 
Geometrie p. 264” aufgestellten Lehrsatz. 
Lehrsatz 9. 

Eine Curve nter Ordnung hat im Allgemeinen 3r(n—?) Wendepuncte. 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich folgende Regel zur Bestimmung der, 
Wendepuncte: Wenn u eine homogene Function von 3 Variabeln &,, %, %; 
nten Grades, 4 die aus den zweiten partiellen Differentialquotienten zu- 


sammengeselzte Determinante der Function u ist, und =, — sind die 
3 Ba 
rechtwinkligen (oder schiefwinkligen) Coordinaten eines variabeln Punctes, 
so bestimmen die Gleichungen 
u—0 und 40 
die Coordinaten der Wendepuncte der Curve u — V. 

Nennt man auf gleiche Weise Wendepuncte einer Oberfläche u — 
diejenigen Puncte, in denen einer der beiden Hauptschnitte der Oberfläche 
einen unendlich grofsen Krümmungsradius hat, so beweiset der Ausdruck (71.*). 
der für diese Puncte verschwinden mufs, nachstehenden Lehrsatz : 

Lehrsatz 10. 

Die Wendepuncte einer Oberfläche nter Ordnung liegen auf einer 
Oberfläche 4+n — ?)ter Ordnung. 

Zur Bestimmung dieser Art Wendepuncte dient folgende Angabe: 

Wenn u eine homogene Eunction nten Grades der 4 Variubeln 
U, 0, 05. @,, JS die aus den zweiten partiellen Differentialquotienten 


. . . Pe Z . 
zusammengeselzte Determinante der Function u ist, und u. Fi mr sınd 
e. u _ 4 
die Coordinaten eines variabeln Punctes, so bestimmen die Gleichungen 


u —0 und 1A—N0 


die Coordinaten der Wendepuncte der Oberfläche u—V. 

27) In No. 8. bis 14. sind mit fi, fh. f; beliebige homogene 
Functionen 2ten Grades von den Variabeln 2&,. 2;, X, bezeichnet worden 
und mit g die Determinante dieser Functionen. Betrachtet man die Quo- 


: 4 Ko . } . . . 
tienlen —, —— als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes der Ebene. 
... . 
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so stellen die Gleichungen 
h=0, h=0, 0 
drei beliebige Kegelschnitte dar und die Gleichung Y == 0 eine Curve dritter 
Ordnung, die mit diesen Kegelschnitten in einem merkwürdigen Verhältnisse steht. 
. . Fo I; * « * E} ai 
Denn bezeichnet man mil - ; we die Coordinaten eines Punetes der Ebene 
oh 


. y Yo . 7 . . . 
und mit —, = die Coordinaten des zugeordneten harmonischen Poles in 
Y3 Y3 


Rücksicht auf jeden der erwähnten Kegelschnilte,. so hat man. mit Beibehaltung 
der in den angegebenen Nummern gewählten Bezeichnungen. foloende Bedin- 
sungsgleichungen: 


(0 42) nu 

ya ml YU —V. 
yus - Yu | Y,u‘ — |). 
y u‘ 4 Y, u‘ Yu, = 9, 


Das Resultat der Elimination von Y,. Ya, Yy, aus diesen Gleichungen giehl 


dann 9==0: woraus folgender Lehrsatz hervorgeht. 


Lehrsatz 11. 

„Der geometrische Ort der dreien gegebenen Kegelschnitten gemein- 
schaftlichen zugeordneten harmonischen Polenpaare ist eine Curve dritter 
Ordnung. 

Nimmt man an. dafs die drei geeebenen Keeelschnitte sich in einem und 
demselben Puncte schneiden. so wird in diesem eine Polenpaar zusammenfallen 
und deshalb die Curve dritter Ordnung durch diesen Punet hindurchgehen. 
Wenn man dies analytisch ausdrückt, so hat man den Lehrsatz 2. 

Wenn man, anstatt von den Gleichungen f, =V. f,—=V. f; = UV. von 
folgenden drei Gleichungen ausgegangen wäre: 

aufhtoptrafh=0, ıfiruhhtuh=V), ufiromhr+us hd. 
so würde man dieselbe Endgleichung y = 0 gefunden haben. Es stellt mithin 
die Gleichung ff; 5; 0 ein System Kegelschnitte von der Eigen- 
schaft dar, dafs sich. wenn man die gemeinsamen harmonischen Polenpaare 
von irgend dreien construirt. welche zugleich harmonische Polenpaare aller 
übrigen sind, immer dieselbe Curve dritter Ordnung als geometrischen Or! 
dieser Polenpaare ergiebt. Diese Curve dritter Ordnung läfst sich auf folgende 
Art construiren. Man lege einen beliebigen Kegelschnit durch die 4 Schnitt- 
puncte der beiden ersten Kegelschnitte. Derselbe schneidet den dritten Kegel- 
schnitt in 4 Puncten. Legt man alsdann durch die 4 letzten Schnittpuncie ein 
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Linienpaar, so laufen die beiden Linien in einem Puncte der Curve dritter 
Ordnung zusammen. Dieser Punct beschreibt die Curve dritter Ordnung, wenn 
man den beliebigen Kegelschnitt variiren läfst. 

Umgekehrt läfst sich nach den drei Kegelschnitten fragen, deren ge- 
meinschaftliche harmonische Polenpaare in einer gegebenen Curve dritter Ord- 
nung liegen. Diese Aufgabe kommt mit der Aufgabe 1. überein. Denn wenn 
y —=0 die Gleichung der gegebenen Curve dritter Ordnung ist. so hat man 
die Function f dritter Ordnung zu suchen, deren Determinante die gegebene 
Function g ist. Hat man dieselbe bestimmt und bezeichnet nun mit fi, fr» A 
ihre partiellen Differentialquotienten, so sind \,=0, h=0, ,=V die 
Gleichungen der gesuchten Kegelschnitte, und die Gleichung A, f\ A, fi -A; ; —=V 
stellt das ganze System von Kegelschnitten dar, deren gemeinschaftliche har- 
monische Polenpaare in der gegebenen Curve dritter Ordnung liegen. Da 


aber einer gegebenen Function g drei Funclionen f entsprechen, so giebt es 


auch drei Systeme solcher Kegelschnitte. Jedem Puncte der Curve entspricht 
ein zugeordneter Pol des Systems. Da aber 3 Systeme vorhanden sind. so 
entsprechen jedem Puncte der Curve drei andere bestimmte Puncte dersel- 


ben Curve. 


2S) In No. 15. bis 22. ist mit f eine beliebige homogene Function 
dritter Ordnung von den Variabeln ©,, &,, X,, und mit g ihre Determinante 
bezeichnet worden. Aus dem Vorgehenden erhellet, dafs die’ Gleichungen 
[-9d) md gg =0 


die Wendepuncle der durch die Gleichung f== 0 dargestellten Curve dritter 
Ordnung bestimmen. Bemerkt man nun, dafs. wenn mit d und Öd zwei be- 
liebige constanle Gröfsen bezeichnet werden, die Gleichung df-+-Jdy =0 alle 
Curven dritter Ordnung darstellt, welche durch die Wendepuncte der ersten 
Curve hindurchgehen, so lassen sich die Lehrsätze S. und 6. wie folgt geome- 
(wrisch ausdrücken. 


Lehrsatz 12. 


Durch die9 Wendepunzie einer beliebigen Curve dritter Ordnung 
lassen sich 4 Systeme dreier geraden Linien hindurchlegen. 


Auf diesen schönen Lehrsatz hat zuerst Herr Professor Plücker in 
der oben eilirten Schrift $S. 234 aufmerksam gemacht. Die Schnittpuncte eines 
beliebigen dieser Systeme mit einem der drei andern werden demnach die 
Wendepuncte der Curve dritter Ordnung sein. 
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Lehrsatz 19. 

Alle Curven dritter Ordnung, welche durch die 9 Wendepuncte 
einer beliebigen Curve dritter Ordnung hindurchgehen, schneiden sich 
gegenseitig in den Wendepuncten. 

Hieran schliefst sich endlich noch folgender Lehrsatz. der ebenfalls durch 
das Vorhergehende bewiesen wird. 

Lehrsatz 14. 

Wenn die Wendepuncte zweier Curven dritter Ordnung auf den- 
selben drei geraden Linien biegen, so hegen auch die Wendepuncte aller 
Curven dritter Ordnung, welche durch sämmtliche Schnittpuncte der beiden 
Curven hindurchgehen, auf denselben drei geraden Linien. 

Die Gleichungen des einen Systems von 3 geraden Linien. welche durch 
die 9 Wendepuncte der Curve f==0 hindurchgehen, sind, wie aus der Gleichung 
(57.) erhellet: 

y=\ y=\, „=D 
Die eines zweiten Systems sind 

se) =), 3-0, 
wo die Werthe von 2,. 2%). 2, aus einer der drei Substitutionen von No. 22. 
und die Werthe von Yı, Yı, y; aus den Substitutionen (53.) zu nehmen sind. 
Jede von den drei Linien des ersten Systems schneidet jede Linie des andern 
Systems in einem Wendepuncte der Curve f=0. Berechnet man daher die 
Werthe der Verhältnisse der Variabeln z,. ©,, X, aus irgend einem Paare 
folgender Gleichungen: 
9 yı B=09 yYedyı = Beodyyt y2=0; 
yaıyaky=0l y=0, yıky=0; B=0, y+ky=0; 
a9 yık'y=0; n=0, yık'y=0; 0, yzk'y=0; 





so werden diese Werthe der Verhältnisse der Variabeln auch den Gleichungen 
f=-0 und y=0 


” . . L L . . . r 
genügen und die (Quotienten a > die Coordinaten eines Wendepunctes 
3 3 


der durch f=0 dargestellten Curve dritter Ordnung sein. 
Königsberg, den 22. April 1844. 
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12. 


Allgemeine Berechnung der fünf regulären Körper. 
(Von Herm F. Schultze, Privatlehrer zu Berlin.) 





BBezeichnet man den Inhalt des Körpers mit K, den Inhalt jeder seiner 
Neitenflächen mit F\, deren Anzahl mit n und das Maafs des Halbmessers 
der in den Körper beschriebenen Kugel mit o: so ist 
1. K= InFo. 

Bezeichnei man ferner die Anzahl der Seiten jeder Neitenfläche mit 
n’ und das Maafs jeder Kante mit s, so ist 
150° 
n‘ 


Bezeichnet man nun das Maafs des Halbmessers der um den Körper 


2. F= n‘.(18)'. cot 


beschriebenen Kugel mit r und das Maafs des Halbmessers des um jede 
Seitenfläche beschriebenen Kreises mit v: so ist 


s. “— eH+E. 


Bezeichnet man alsdann das Maafs des Winkels, welchen zwei aus 
den Endpuncten einer Kante gezogene Halbmesser mit einander bilden, 


mit u. so Ist 
4. r = 1scosec ku. 

Stellt man sich nun auf der Oberfläche der um den Körper beschrie- 
benen Kugel die Ecken des Körpers durch Meridianbogen verbunden, die 
sanze Kugel-Oberfläche also hierdurch in ein Netz von n regulären sphäri- 
schen n’ecken zerlegt vor; alsdann den Pol (P) eines derselben (es möge 
dasselbe ein reguläres Fünfeck ABCDE sein) mit seinen Ecken eleichfalls 
durch Meridianbogen (PA, PB, PC, PD, PE') verbunden und in einem der auf 
diese Weise entstehenden sphärischen Dreiecke (etwa in APE) vom Pol (P) 
aus senkrecht auf die gegenüberliegende Seite (AE) einen Meridianbogen 
(PF') gezogen, und bezeichnet das Maafs jedes Winkels der sphärischen 
n’ecke mit A, das Maafs jedes der n‘ um den Pol (P)) liegenden sphäri- 
schen Winkel aber mit M: so ist (in dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck 
AFP oder EFP) 


cos4+M = costu sin} 
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Nun ist 
n‘.M — 360°, 
folglich 
Irf,0 
. Mm =, 
7 
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und ferner, wenn die Anzahl der Kanten jeder Ecke des Körpers mit n‘ 


bezeichnet wird. 


n".A —= 360°, 
also 
ei 360°, 
Fe = 
folglich ist aus (5. 6. und 7.) 
150° a u. 180° 
08 — = cost u sin — 
C n’ 2\ nn’ 
und hieraus 
1S0° 
cos —— 
I Are .. 180° 
sın „4 
Es ist aber 
1 


cosecdu = —— 
” y(1—(cos}u)?) 


und, wenn hierin für cos4«u aus (8.) sein Werth substituirt wird. 


| 


cosec4 u — ——  —_ 
un Y 180°? \ 

cos 
5 





Pi 


. 1800 
sin —— 


\ n’’ ) 








oder 
‚180° 
sın - 


‚ n'’ 
g. cosec4u — 777 I808x: 150° 
| ((sin © Er "— (cos 7) ö 


desgleichen ist alsdann aus (4. und 9.) 











.. 180° 
sın mr 
& se ER - 
10. r=4s. SO) 
| (sin =. ; cos 


Es ist ferner 


180° 
11. v = 38 005eC —, , 
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tolglich aus (3. 10. und 11.) 
( 180° Y 


sin — 
n Fr 180° 
— 1 s.cosec —— 


7. 1800\2 7 1800\2\ 17\2 n’ 
( sin =) — (cos - ) ) 
\ n'’ . n' J 


150° 150° 
cot —— c0S$ - 


ge 
5 $ ii 


N()0 ann; 
\(@in 1 — (co „or y 
endlich ist aus (1. 2. und 12.) 


(co ea an 180° 
—— ni 
(1) K-= In n’ (ds I eh N n’’ 


S. 








und hieraus 


((s IS00\2? 7 1800 
] sın - - — (cos: 7 ) 
nt n' 
Eliminirt man aus dieser Gleichung s mit Hülfe der Gleichungen (10. 
und 12.), so erhält man noch 


(1) K=y}mn.r. (sin) — (eos) )(cot 7) eot er S er) 


n’' 

und 
{ i . 3 ‚ 180N 2 / 180° 2 1) 800 
(IIL.) K=4nn‘.o. ((sin 7 ) — (cos —) ) tan > (sec 150° 


n' 
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13. 


Eneyklopädische und elementare Darstellung der 
Theorie der Zahlen. 
(Vom Herausgeber dieses Journals. ) 


( Fortsetzung der Abhandlung No. 2. im Iten, No. 10. im 2ten und No. 26. im 3ten Hette sieben 
und zwanzigsten Bandes. ) 


$. 57. 
Erklärung. 
Zuufolge ($. 56.) giebt es, wenn p eine Stummzahl ist, immer Werthe von 
x 1, von welchen schon nzedrigere Potenzen, als nach dem Fermatschen Satze 
die Potenz zP”', zu p den Rest I lassen, also immer Wurzeln —- I zu der Gleichung 


1. = $p-1, 





wo e<p—1l. 
Nun giebt es auch offenbar immer niedrigste Exponenten A, für welche. 


für bestimmte $, | 
2. 2" ee Sp- l 


ist. 

Die Wurzeln x dieser Gleichung, für den niedrigsten Exponenten 4. 
die also für alle kleineren Exponenten 1, 2, 3. .... bis A—1 andere Reste 
als 1 und zuerst für den Exponenten A den Rest 1 geben, sollen Stamm- 
wurzeln aus | zu p für den Exponenten ;, oder kürzer, Ale Stamm- 
wurzeln aus 1 zu p heilsen und durch x; bezeichnet werden. 

Ist 4 gleich p— ! selbst, so dafs also alle niedrigere Polenzen als 
z’=! andere Reste als I zu p» lassen, so sollen die z, welche diese Eigen- 
schaft haben, Hauptstammwurzeln aus 1 zu p heifsen. 

Gewöhnlich giebt man nur den Hauptstammwurzeln einen besondern 
Namen; man nennt sie prämztive Wurzeln. Es ist aber gut, auch den übri- 
gen Stammwurzeln, für welche e<Zp—1 ist, eine besondere Benennung bei- 
zulegen; und die Benennungen Stammwurzel, und für den Fall e=p— 1 
Hauptstammwurzel, scheinen passend. wenigstens nicht minder passend zu 
sein, als die nicht deutsche Benennung für letztere. 

Wenn in der Gleichung 


. "= Gp-r 
z eine Hauptstammwurzel und z—_p—1, also r zufolge der Eigenschaft 
der Stammwurzeln nzcht = 1 ist, so nennt man auch den Exponenten x, für 


welchen der Rest r Statt findet, Index zu r. 
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$. 58. 
Lehrsatz. 

I. Es giebt, wenn p eine Stammzahl ist, zu jedem E.xponenten 
) I. der inp—! aufgeht, also auch zu p—1 selbst, Stammwurzeln; 
das heifst Werihe von z, von welchen keine niedrigere Potenz als z? 
zu p den Rest 1 läfst, also für welche für keinen kleineren Exponenten als Ö 

1. = &r-+i 

2st. 

Il. Zu Exrponenten d, die nicht in p— 1 aufgehen, gleichviel ob 
sie mit p—1 Theiler gemein haben, oder nicht, giebt es keine Stamm- 
wurzeln. 


Beispiel. (Aus Taf. I.) z==1, 15 und 47 sind die Stfammwurzeln 
zu dem Theiler d = 4 von p—1==60. z= 3,27, 41 und 52 sind die Stamm- 
wurzeln zu dem Theiler d —= 10 von p—1. und zs==S8, 23, 24, 28. 33. 37. 38 
und 53 sind die NS/ammwurzeln zu dem Theiler d= 0 von p—1 u. s. w. 


„10.17, 18, 26, 30, 31, 35. 43, 44. 51. 54, 55 und 59 sind die Haupt- 
stammwurzeln oder diejenigen zu d—=p—I1=— 60. 


- 


ER 


- 


Beweis von I. A. Nach ($. 56. IH.) giebt es für jeden Theiler d 
von p—1. 0 verschiedene Werthe von 3, so wie nach ($. 40.) für d gleich 
»— 1, p—1 verschiedene Werthe von &, für welche 


2. 2 — 6p-1 


B. Giebt nun in der Gleichung (2.) keine der verschiedenen Poten- 


ur hi] \ . 
zen z', 2°, 2°, .... 2 zu p den Rest 1. sondern erst 2” selbst. so ist 2 


in (2.) selbst die dle NStfammwwurzel aus 1 zu p. 


Geben aber schon niedrigere Potenzen als 2° zu p den Rest 1. so 
wird nothwendig irgend eine derselben die niedrigste sein. Man selze, ihr 
Exponent sei =4. Alsdann ist zunächst zu zeigen. dafs 4 ein Tiheiler von Ö 
und folelich von p— 1 sein muls. 

Ü. Gesetzt A sei nzcht ein Theiler von d, also 

3. oe = BA -0. 
wo 0 —>0Ö und 4 ist. so mülste, da 
4. = Gp-+1 
vorausgeselzt wird. nach (2. und 3.) 
rt A ee Ba, 
oder. da nach (4.) "= ($p--1) = Gp-1 ist (5.). 
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(Sp --1)2? = $p--1 oder 
6. Pt Sp 

sein; also müfste, da e <A ist, eine noch niedrigere Potenz als z* zu p den 
Rest 1 lassen. Da dieses gegen die Voraussetzung ist, so kann nicht d = 
64-0. sondern nur d— 7 und folglich 4 nur ein Tiheiler von Ö sein. 

D. Nun ist nothwendig jeder Theiler 4 von Öd ein Theiler von p—I 
selbst. Und da es nun für jeden Theiler 4 von p— 1, so wie für A—=p—I 
selbst, Werthe von x giebt, die der Gleichung 2° —= &p--1 genugthun, so giebt 
es auch für jeden Theiler A oder d von p—1 Stammwurzeln. 

Beweis von Il. E. Ist d zu p—1 theilerfremd, so bekommt nach 
($. 56. II.) in 





7. = OÖy-tr 
r für jeden Werth von z einen andern Werth und die Werthe von r durch- 
laufen alle die Zahlen 1. 2. 3, 4. .... p—1. Also ist kein r, aufser für 
x—1, gleich 1; mithin findet die Gleichung (1.) nur allein für 2==1 Statt. 


und folglich giebt es in diesem Fall keine Stammwurzeln. 

F. Hat d mit p—1 einen Theiler 4 gemein, so dafs z. B. 

s. d=4n mund p—l= 4 
ist. so giebt es schon für den kleinsten Theiler A von d Stammwurzeln; denn 
es giebt deren nach (1.) für jeden Exponenten. welcher, wie 4, ein Theiler 
von p—1 ist. Also ist schon 
9. ft= Gpy-, 
während zugleich 
10. 2° = z" — (6p-+1)" = Öp-+1 

ist. und die z, welche der Gleichung (10.) oder (1.) entsprechen. sind nicht 
mehr Stammwurzeln aus 1, weil schon die mwedrigere Potenz 2’ von & den 
Rest 1 läfst. Mithin giebt es auch in diesem Fall keine Stammwurzeln aus 
1 zu p, und folglich überhaupt, wenn Öd nicht in p—1 aufgeht, keine dten 
Stammwurzeln aus 1 zu p; gemäfs (1l.). 

Anm. @. Der Satz geht insbesondere aus ($. 56.) hervor. 

$. 59. 
Lehrsatz. 
Wenn ın der Zahlengleichung 
1. 2,= 6p+1 

p eine Stammzahl, Ö ein T’heiler von p— 1 und z, einer der öten Stamm- 
wurzeln aus | zu p ist, so sind 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 2, 15 
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I. Die Reste zu allen den Potenzen z\, 2%, 2), 2%, .... z) von z 
unter einander verschieden, und wenn man die weitern, höheren Po- 
ienzen nimmt, so kehren dieselben Reste in derselben Ordnung 
wieder, und bilden also eine Periode. Das heifst, in Zeichen ausge- 
drückt: wenn man in der Gleichung 

2 ten Spin, 
der Reihe nach 


3. 2 = His RER 


setzt, so sind die r, welche sich in (2.) ergeben, für ein und dasselbe 
n unter einander verschieden, für gleiche x und verschiedene n aber 
einander gleich, so dafs 
ir, en 

Il. Ist in (l.) z eene Hauptstammwurzel, also d—=p-—l, so 

durchläuft, wenn man in 
d. 

der Reihe nach 


.. ehr Bit 
I 


setzt, v ebenfalls alle die Zahlen 1,2,3,....p— 1; nur in anderer Ord- 
nung als z. 
Beispiele. (Aus Taf.I) Zu I. Für die d=3te Stammwurzel 13 
ist die immerfort wiederkehrende Periode der Reste zu z', 2°, 2° etc. 13, 7 
und 1. Für die d=4te Stfammwurzel 50 ist die Periode zu 2', 2°’, 2°, 2* etc. 
50, 60, 11 und 1. Für die d=10te Stammwurzel 3 ist die Periode der 
Reste zu z!, 2’, z°, .... 2" etc. 3, 9, 27, 20, 60, 58, 52, 34, 41 und 1. 
U.s.w. Immer sind die Reste in jeder Periode unter sich verschieden. 
Zu Il. Für die Hauptstanmwurzel 2 z. B. durchlauft » alle die 
Zahlen 1, 2, 3, #, »... 60, obwohl in verschiedener Ordnung von #. Eben 
so verhält sich für die andern Hauptstammwurzeln 6, 7, 10, 17 etc. 
Beweis A. Die Gleichung (2.) ist so viel als 
ı. Sr eier, 
und, da vermöge (1.) 2’ =($&p--1)" = &p--1 ist, so viel als 
(Sp--1)2" = Gp-+r,s., oder 
5 Fe Öp-Irir 
Nun ist auch nach (2.) 
2’ — Gpr-+tr,, 
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also folgt aus (8. und 9.) 
Gp-+-r,5, = $p- r, oder 
10. ru. = Gp-tr, 

und, da beide r <-p sein sollen. 


11. !.s4, = Tr, 
gemäls (4.). 
B. Gäben nun z. B.: 2% und 2” gleiche Reste r, r,. So wäre 
12. = Gp-+r, und 2% = Gp-r,, 


also 
13. 2 2% — Gp, 
oder, wenn von den beiden Zahlen #, und z, etwa x, die gröfsere ist. 
14. za — 1) = $p. 
Da 3<p ist, so geht z und folglich 3” mit p necht auf, also mülste. 
zufolge (14.). 3° = —1 mit p aufgehen, mithin 
15. Fr — Gpr-i 
sein. Aber z, und z, sind nicht gröfser als d,. wiewohl >00, also ist 4, — x 
<-.0: folglich gäbe nach (15.) schon eine niedrigere Potenz als 3’ zu p den 
Rest 1. Dies ist der Voraussetzung entgegen. da z eine Stfammwurzel sein 
soll. Also können die Potenzen einer NStammwurzel z mit Exponenten < d 
nicht glerche Reste r zu p lassen, und folglich sind die Reste zu allen den 
Potenzen z', 2°, 2°, 3°, .... 2° unter einander verschieden. 
Dieses zusammen ist was (I.) behauptet. 


C. Da nach (1.) für jede Stammwurzel, also auch für die Haupt- 
stammwurzeln, alle Reste r in (5.) unter sich verschieden sind, wenn man 


N 


-—1,2, 3,2... p—1 setzt, die Anzahl der verschiedenen Reste aber so 


IS 


rofs ist, als die der Werthe von x, folglich = p—1. und dabei aller <p 
sind. so sind die Werthe von r in (5.) nothwendig alle die Zahlen 1, 2. 
32 0... P—1 selbst. Und zwar sind sie es nothwendig in anderer Ordnung 
als #; denn wenn z. B. für ein bestimmtes x, 2° — &p--r ist, so ist nacht für 
+1, "= Gp-+r-1, sondern 3**' oder Hz —=(Gp+r)»=Gp+rz, 
und r3 kann nicht —=r--1 sein, da alle r für die Hauptstammwurzeln > 1 


Pe 


sind, bis auf das letzte r zu z””', also für = p—1, welches, als das höchste 
x. das letzte ist. 
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$. 60. 
Lehrsatz. 
Wenn in der Zahlengleichung 

1. A= 6p-Hr, 
p eine Ntammzahl, z, eime Öte Stammwurzel aus 1 zu p, mithin Ö em 
Theiler von p—1 und 

2. 2 —= Gp-1 
ist, so sind en (1.) 


I. Diejenigen Reste r,, für welche i der gröfste Gemeintheiler 


. 
von z und Ö ist, alle die „ten Stammwurzeln aus I zu p. 


Il. Diejenigen v, ın (1.), für welche z keinen Theiler —1 mit 

) gemein hat, sind alle die Öten Stammwurzeln selbst, also alle die 
Werthe, welche z, in (2.) haben kann. 

Beispiele. (Aus Taf.l.) Für d=% und z.B. 38 ist in (1.): 

Für z=12 5456 75 9101112 13 14 15 16 17 18 19 20, 

I 1r.=83%4 911% 33» 38 60 53 38 37 52 50 34 98 41 23 1. 


PB 


>. 


Zu 1. Die z, deren gröfster Gemeintheiler mit I—=W, A=2 ist, 
sind 2. 6, 14 und 18. Die in (3.) zu diesem z gehörigen r sind 3. 27, 52 
) k - le] ) ) 


und 41: und dieses sind die sämmtlichen — ]Vten Stammwurzeln aus I zu p: 


A 
Die z. welche mit d —= WU zum gröfsten Gemeintheiler 4 — 4 haben, 
sind 4, 5, 12, 16. Die in (3.) zu diesen # gehörigen r sind 9, 20, 58 und 


’ . . . . Ö - N 
+; und das sind die sämmtlichen —- = Slen Stammwurzeln aus I zu p. 


Die z. welche mit d— 20 zum gröfsten Gemeintheiler A—5 haben. 


_ 


sind 5 und 15. Die in (3.) zu diesen 2 gehörigen r sind 11 und 50; und 


dieses sind die sämmtlichen —- —=4ten Stammwurzeln aus I zu ». 


2 

Das 2. welches mit d — 0 zum gröfsten Gemeintheiler 4 — 10 hat, 
ist 10. Das in (3.) zu diesem x gehörige r ist 60; und dies ist die einzige 
ARE 

!te Stammwurzel aus I zu ». 

Zu Il. Die z, welche in (3.) mit d keinen Theiler —>1 gemein 
haben, sind 1. 3, 7, 9, 11, 13, 17 und 19. Die in (3.) zu diesen x ge- 
hörieen # sind 5, 24, 33, 38, 53, 37, 25 und 23; und dieses sind die sämmt- 
lichen d==0ten Stammwurzeln aus 1 zu p. 
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Beweis A. Man setze 


4. d=ul md =», 
wo 4 den gröfsten Gemeintheiler von z und Ö bezeichnet. Nimmt man nun 
in . ’ 
in (1.) die 7 =ute Potenz, so ergiebt sich 


5. D Aa ae & p . r 
oder, gemäfs (4.), 
6. z’ ae am gr ==: Sp 1 ” . 


oder, da nach (1.) 
2’ —= (6941) = 6p-1 


| 
. 


Gp-+1 — Gp-+r; oder 
d 


8. n—= bılil=r 
in 2 Ö 
Also läfst die u— jte Potenz von r, zu p den Rest 1. 


28 ’ Ö 
B. Aber keine niedrigere als die u— ; te Potenz von r, kann den 


Rest 1 lassen; denn wäre es so, so mülste in (8.) A ein anderer Theiler #, 
von d sein, der gröfser ist als der yröfste Gemeintheiler 4 von Ö und x. 


y. ® \ . - . . . Ö . 
Ein Tiheiler von Öd mülste A, zmmer sein. weil sonst ; keine ganze Zahl 


i 
wäre. Es wäre aber für einen solchen Theiler A, in (4.) v keine ganze 
Zahl, da vorausgesetzt ist, dafs A der gröfste Gemeintheiler von d und z sein 
soll. Nun könnte zwar vd in (7.), auch wenn v ein Bruch ist, immer noch 
eine ganze Zahl sein, aber diese Zahl wäre dann kein ganzzahliges Viel- 
fache von d, sondern etwa —=nd--o, wo e>0 und <J ist. Solche Po- 
tenzen von 3 in (7.) lassen aber zu p nicht den Rest 1, sondern nach 
($. 59. I.) lauter unter einander von I verschiedene Reste. Also kann 4 
nicht gröfser sein als der gröfste Gemeintheiler von Öd und z, und folglich 


. ” . . Ö 

läfst in (8.) keine Älernere als die 7 = ute Potenz von r, den Rest I zu », 
. . [} . Ö Y . 

mithin ist 7, in (8.) eine „te Stammwurzel aus I zu p, und jedes r, wel- 


ches die Gleichung (1.) für die verschiedenen Werthe von x giebt, deren 
gröfster Gemeintheiler mit Ö gleich A ist, ist eine solche. 
C. Es kann aber auch kein anderes r als diejenigen, welche die 


; ’ ’ Ö ; ; 
Gleichung (1.) giebt, eine zte Stammwurzel aus 1 zu p sein. Denn die 
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Gleichung (1.) giebt alle r, für welche Ö und z die Zahl A zum gröfsten 
Gemeintheiler hat. Andere r mülsten also Werthen von x entsprechen, die 
mit d andere grölste Gemeintheiler A, hätten, und diese sind dann nach (B.) 


ö 0 
nicht mehr te, sondern —-te, also andere Stammwurzeln aus 1 zu p. Also 
- "a 


Ö 
te Stammwurzeln aus 1 zu p, und es giebt keine 


sind die r in (1.) alle N 


anderen weiter. 
Dieses zusammen ist was (1.) behauptet. 
D. Haben Ö und x in (1.) keinen Theiler 1 gemein, so ist ihr 


gröfster Gemeintheiler ,—1, und folglich in (4.) «—0, also dann in (8.) 
g, r? —_ Sp de 


Folglich sind dann die r, in (1.) alle die dien Stammwurzeln z aus 1 zu p 


selbst: eemäfs (11.). 


$. 61. 
Lehrsatz. 

I. Von den verschiedenen Ölen Stammwurzeln aus 1 zu 
der Stammzahl p geben die Ile, Nte, 3te, Ate, .... Öte Potenzen gleich- 
mäfsig, obwohl ın verschiedener Ordnung, immer dieselben Reste zu p. 
unter welchen dann nach ($. 60. II.) auch die Werthe von z selbst sind; 
so dafs also für jede der verschiedenen Stammwurzeln z, in der 
Gleichung 

l. = 6-1, 
wo Ö ein Theiler von p—1 ist, wenn man in 

2. = Öp-r, 
der Reihe nach 

IE EEE. 

setzt, vr, immer dieselben Zahlen durchlauft, unter denen sich auch die 
Werthe von z selbst befinden, jedoch für jeden andern Werth von z in 
verschiedener Ordnung. 


Il. Die Ordnung der Aufeinanderfolge der Reste für irgend eine 
dte Stammwurzel z, wird durch die Aufeinanderfolge der Reste für 
eine andere Öte Stammwurzel z, dadurch bestimmt, dafs, wenn z. B. 

4. Ss = Oı-+tz 
ist und man setzt 
B. = Gp-—r,. 
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6. 22 — nd -+%, wo n<o und 
. m = Östr: 
dafs alsdann in (5. und 7.) 

a nen 
ist, dus heifst, dafs zi* und zi zu p gleiche Reste r, und r, lassen, so 
dafs folglich für je zwei Werthe z, und z, von z,, welche die Gleichung 
(4.) erfüllen, 

21, Zn Zn Zig ones rg ; 

TE Me Me u AG zu p gleiche Reste lassen. 
Beispiel. (Aus Taf.I.) Zu I. Die d — 1Ote Stammwurzeln für py=61 
sind nach der Tafel 3,27, 41, 52, und die Ite, 2te, 3te, 4te, .... 10 (—Ö)te 
Potenzen dieser verschzedenen Stammwurzeln geben zu p gleichmälsig dieselben 
Reste 3, 9, 27, 20, 60, 58, 52, 34, 41 und 1, unter welchen sich auch die 
Stammwurzeln 3, 27, 41 und 52 selbst befinden; obwohl in verschzedener 
Ordnung. 


Zu 11. Für die 10te Stammwurzel 3, —3 giebt z) zu p den Rest 
27, welches ebenfalls eine der 10ten Stammwurzel &,—?77 ist; also ist für 
diesen Fall in (4.) z==3. Nun giebt 
= ME 5 342 mini 5° 





ir 5 1 mr p 

2.2 Er 5 da ri » —, 

zi° oder z':"*? oder 3 den Rest 9 - -, 

10. z® oder z1'+5 oder ?2_ _- = 60 - -, 
zı oder 2!1-!+8 oder 2_ _- - 34 - -, 

31 oder "+! oder! - - 3--, 

zi* oder 2°''+*? oder *_ - - 2% - -, 

zı oder "tr ode! - - 5327 --, 

(3 oder z"+" oder 2! - - 1--3;3 


tv A 


er 


und dieselben Reste zu p geben z!, z}, 2}, 
semäls (9.). 

Beweis A. Für jedes & in (2.), welches mit d keinen Theiler — I 
gemein hat, ist nach ($. 60 II.) r, eine dte Stammwurzel aus I zu p. Alle 
diejenigen x also, welche zu Ö theilerfremd sind, erfüllen die Gleichung (4.). 

B. Nimmt man nun von (4.) die Potenz e, so ergiebt sich 

11. A m Gp--3 


s 
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oder, nach (6.) ausgedrückt, 


„nd r% 


S — 6p+2; oder 
IR. zo — Gp--:, 
oder. da aus (1.) 
13. 2° — (6p-+1” = GpH1 
ist, 
i (Sp--1)z = Gp-+z5 oder 
14. = Ör-+tz:i. 


no 


C. Läfst man nun in (6.) e der Reihe nach alle die Zahlen 1. 2, 3. 
4. .... 0 durchlaufen, so durchlauft nach ($. 34. 1.), da x und Öd nach der 
Voraussetzung zu einander theilerfremd sind, x, in (6.) ebenfalls alle diese Zah- 
len, obwohl in verschiedener Ordnung. Setzt man also in (14.) nach (5. und 6.) 


15. 3= $p-+r, und 
16. = Öpr+r, 
und läfst in (15.) & alle die Zahlen 1, 2, 3, 4,.... d‘ durchlaufen, so durch- 
lauft z, nach (6.) ebenfalls alle diese Zahlen, und folglich durchlauft auch, 
vermöge (14.), r, in (16.) alle dieselben Zahlen wie r, in (15.). indem 
nach (14.) z5 und =: nur um Vielfache von p verschieden sind und sie also 
dieselben Reste r, und r, zu p geben müssen. Folglich durchlauft r, in (2.). 
wenn man der Reihe nach e—=1,2,3,4,.... d setzt, für jedes z, oder z.. 
welches eine dte Stammwurzel aus 1 zu p ist, immer dieselben Zahlen. 
Dieses ist was (1.) behauptet. 
D). Setzt man (15. und 16.) in (14.), so ergiebt sich 
Gp-+r, = Gp+Gp-+r,, oder 
1. rn, = Gp-+r, 
und, da r, und r, beide <p sind, 
18. 9,93 
semäfs (11. 8.). 
E. Anm. Die gegenwärtigen Sätze gehen aus ($. 34. und 40.) hervor. 


$. 62. 
Lehrsataz. 
Wenn in der Zahlengleichung 
% x’ — Sp-+r 
p eine Stammzahl, Ö ein Theiler von p—1 ist, und z ist in 
2. 2° — Sp-+1 
irgend eine Öle Stammwurzel aus 1 zu p, und man setzt 
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3. "= Gp-r. 


4. 1nx= (Sp-y und 
5. Y—= ÖGpHto, 
so ist in (1. und 5.) 
6. Tr = 0 


für jede Öte Stammwurzel z aus 1 zu p und für jeden Werth von 
>00 und <I-1. 

Oder in Worten: Die öte Potenz einer beliebigen Zahl x giebt, 
wenn Ö ein Theiler von p—L ist, zu p denselben Rest vr. wie die 
dten Potenzen von xu. xz, x2. x2%, ....xz’ für jede Öte Stamm- 
wurzelz aus 1 zup. Auch giebt die Öte Potenz keiner andern Zahlen 
den Rest v. 

Beispiel. (Aus Taf.I.) Es sei 

T. z—= 12, 0 =6, 
Zu db ist 


. z— 14 
eine Stammwurzel. Für diese ist in (3.). wenn man 2% der Reihe nach — 1. 
2.3.4.5 und 6 setzt. 
9, r, = 14, 15,60, 47,48 und 1. 
und in (4.) ist 14.12 = 165 = 2.p +46, 13.12 = 156 — 2.p +34, 


60.12 7W—=8.p-+49, 47.12 —=564—9.p-+ 15, 48.12 — 576 —9.p-177 
und 1.12=0.»--12, also 
10. vr = 46, 34, 49. 15, 77 und 1%. 
Endlich ist für (5.),. wie es sich aus der Tafel entnehmen läfst. wenn man 
46, 34, 49. 15. 27 und 12 in der obersten horizontalen Reihe aufsucht und die 
zugehörigen Zahlen in der sechsten horizontalen Zeile nimmt, 
1. WW =Gp434, 34 = Gp- 34, 40 = Sp 34. = Gp-+ 34, 
27 =Gp-+34 und 12’ = Gp-- 34. 
Also sind für (5.) ale e=34 und =r. 
Beweis. A. In (1.) x mit =” multiplicirt,. giebt (a2) — ze). 
Aber = &p-+-1 (2.), also = — (Sp-- 1) — Gp+-1 und folglich 
12. (= (Hp) = Spt Gpt+Gp-r(i.)— Gp-tr; 
also giebt x, multiplieirt mit Jeder Potenz =” von z, die dte Potenz dersel- 
ben Reste r, wie die dte Potenz von x selbst. 
B. Zu jedem Theiler d von p—1 gehören zu demselben r nur Ö 


verschiedene Werthe von x ($.54.1.). Die Multiplication von x mit z', 2’, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIIH, Heft 2, 16 
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2’ 2... 3° giebt d Zahlen, die, zur Potenz d erhoben, denselben Rest r lassen, 
und alle diese Zahlen sind verschieden: denn zu z', 2°, 2°, .... 3° sind in (3.), 
da x die dte N/ammwurzel aus I zu p sein soll, alle die Reste r, verschie- 
den, also auch alle die y in (4.), und alle die e in (5.); mithin giebt die 
Multiplication von x mit z', 2°, 2°, .... z° alle die Ö Zahlen, von welchen 
die Potenz Ö zu p denselben Rest r läfst; und es giebt keinen andern. 

Dies zusammen ist, was der Lehrsatz in Worten behauptet. 

©. Dafs das, was der Lehrsatz in Zechen ausspricht, das Nemliche 
ist, ergiebt sich wie folgt. Es ist 
13. (a) —=(2(Gp-+r))’ @.) = Gp+(r x)’ —= Gp-4(Gp-Y)’ (A) 

— Spy’ = Gp4e GB.) 
Aber 
14. # —= GpHr, 
und da (a:”)’ und x’, wie sich fand, zu p gleiche Reste lassen, so ist 
m. wa 

semäls (6.). 

Anm. D. Der Satz beruht insbesondere auf ($. 54.). 


$. 63. 
Lehrsatz. 

I. Die Anzahl der Stammwurzeln z, aus | zu einer Stammzahl p, 
für jeden beliebigen Exponenten Ö, der nach ($. 58.) ın p—1 aufgehen 
mu/s, also auch für den Exponenten p—1 selbst, ıst der Anzahl der 
Zahlen —V und << gleich, die mit Ö keinen Theiler >I ge- 
mein haben. 

1. Zu jedem andern in p—| aufgehenden Exponenten gehören 
andere Sltammwurzeln aus 1 zu p. 

Il. Die Stammmwurzeln z, aus | zu p, mit allen den verschiede- 
nen Theilern Ö von p—1, also auch mit p—1 selbst zu Exponenten, 
sind zusammen alle die Zahlen 1.2.3, 4, ....p—1. 

IV. Wenn man eine der Hauptstammwurzeln z,_, kennt, so 
geben die Reste ihrer verschiedenen Potenzen zu p, von der lien an, 
bis zur p— lien, nicht allein die übrigen Hauptstammwurzeln, son- 
dern auch die sämmtlichen Stammwurzeln für alle m p—! auf- 
gehende Exponenten. Die Hauptstammwurzeln z,_, aus I zu p 


sind, wenn z,_, eine derselben :st, in 
1. z5—1 a (Sp | T, 
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Li 


diejenigen r,. deren Zeiger z mit p—1 keinen Theiler —I gemein 
haben. Die Stammwurzeln z, dagegen aus 1 zu p, für einen beliebi- 
gen inp— | aufgehenden Exrponenten d, sind die v,, deren Zei- 


nr ..gn v . . Auen 1 
ger z mit p— | zum grö/sten Gemeintheiler I — haben; so dafs man 
also vermittels einer der Haupistammwurzeln alle Stamm- und 
Hauptstammwurzeln unmittelbar unter den Potenzenresten jener ei- 


nen Hauptstammwurzel findet. 


Beispiele. (Aus Taf. I.) Was der Lehrsatz behauptet, wird sich 
zusammengenommen in dem Beispiel p—=61 in folgender Übersicht zeigen. 


(Es sind die 

31 = 23 % 7,10,17, IS.20,30,31,35,43.44,51,54,55 und 59 

z.B. für 3,, =? in (1.) die Reste r, für 
z—= 1, 7,49,23,47,13,41,29.59, 11,43, 17,53, 19,37 und 31: 

2. für 3,_, = 65 in (1.) die Reste r, für 
z—43, 1, 7,29,41,19,23,47,17,53,49, 11,59,37,31 und 13: 

für 2,,—=7 in(1.) die Reste r, für 
z— 49,43, 1,47,25,37, 29,41, 11,59, 7,53, 17,31, 13 und 19. 








i sind die d — 30ten Stammwurzeln 2;, 


“ . “ ® . . . “ 


4, 5,19,36,39,45,46,49, 


z. B. für x in (1.) die Reste r, für = 2,22,26, 14,46, 34,58,38: 


> aD 


p—1 


für 2, =6- - - - rn, - »—=%,46,38, 2,58, 22,34, 14; 

für ,.,=7- - - - r,- 238,58, 14,26,34,46,22, 2. 

Es sind die d—= ten Stammwurzeln 2, = 8,23, 24, 25,33,37,38,53. 
I» B. für z2,_, =? in (1.) die Reste r, für = 3,57, 9,51,21,39, 237,33; 
4, für ,.,=6- - - - r,- x»—= 9951,27,33, 3,57,21,39; 

| für 2,1 1 - .-.- - 9%, - 7,3, 43,3% ASL 3,57. 


Es sind die d = I5ten Stammwurzeln 2,, = 12,15, 16, 22,25,42, 56, 57 

z. B. für z,_, = ? in (1.) die Reste 7, für «== 9,25, 4, 16,44,56,52, 39; 

5. für 2, —=6b- - - - r,- »—=44 4,523,28,32, 8, 16,56; 
für 2, =7- - - - r, - »—32,52,16, 4,56,44,28, 8. 


. . % * “ ° » ® . ®. . . . . ” “ ® . . 


16 * 
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Es sind die d — 1?ten Stammwurzeln 2, 29, 

. B. für 2,_, = in(1.) dieReste r, für x 99, 39, 
für 2,-ı ) Pi Br 
für 2,_, = / ze Ge ce 


's sind die d = 10ten Stammwurzeln 2, 3, 27, 41, 
z.B. für 2, ,—=?2 in (1.) die Reste r, für x ), 18, 54, 
für 2,_”,—=0 - Pa u 34, +2, 
für 2,_,=7 - nn - ‚42, 6, 


R 


Es sind die d = 6ten Stammwurzeln 2, 48, 
2. B. für 2,_ 2 in (1.) die Reste r, für z = 50, 10; 
für er es 5 - x — I, 10; 
10. 


B. für z,_,—?2 in(1.) dieReste r, für x 24, 48, 36; 
für ,.,=5 - - - - „= x —= 36, 12, 24, 48; 
für Sn- ı _—— 7 = u . x Ze FE == 36, 17, 24, 


Es sind die d — 4ten Stammwurzeln 2, —= 50, 
- für 2%, =? in(1.) die Reste r, für x 3, 45; 


2,1, —b _ x 


Sp 4 PA 


nz 


hi 


‚s sind die d — 3ten Stammwurzeln 2, 13, 47, 
z.B. für z,_,—=?2 in(1.) die Reste r, für x = %, %; 
für ,_,=0 - - - z — #), 20; 
für nr - - .  - z — WW, W. 
Es ist die d —= te Stammwurzel ke GM), 
z.B. für z,_,—=? in (1.) der Rest r, 30; 
für 2, „.=db -- - ; 30; 
für. &,.,—7 ; 30. 


2, 


(nt sind die d — Sten Stammwurzeln 2, —= 9, %, 534, 58, 
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Es ist die d = Ilte Stammwurzel 2, — 1 


18. für alle z,_, in (1.) der Rest r, für z = 60. 


Hier sind nun, wie man sieht, 


a. In (2.) die Werthe von # für die verschiedenen Hauptstamm- 
wurzeln 2,_, dieselben; wie es sein mufs, da jede Hauptstammwurzel das 


Nemliche giebt. 





b. In (2.), für die Haupistammwurzeln z,_,= z,,, sind die Werthe I, 
7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,41, 43, 47,49, 53 und 59 von x alle die Zahlen, 
welche mit y— 1==60 keinen Theiler —> 1 gemein haben. 

In (3.), für die Seammwurzeln 3;= z,,, sind die Werthe ?, 14, 22, 26, 


p—1l 60 _ 


34, 38, 46 und 58 von x alle die Zahlen, welche mit » — 1 = 60. . z ? 


Bu 
zum gröfsten Gemeintheiler haben. 
In (4.), für die Stammwurzeln 2; —=z,,, sind die Werthe 3, 9, 21, 27, 33, 


p a. . e _ 6 
39, 51 und 57 von x alle die Zahlen, welche mit p — 160, rn u = 3 


zum gröfsten Gemeintheiler haben. 

Und so weiter in (5. 6. 7. .... 13.) für d = 15, 1?, 10, 6,5, 4, 3, ? 
und I; wie es gemäls (IV.) sein soll. 

c. Die Anzahl der verschiedenen Stammwurzeln ist jedesmal der An- 
zahl der Zahlen gleich, welche mit Öd keinen Theiler —> 1 gemein haben; 
gemäfs (1.). Nemlich: 

Zu d—=p—1=60 giebt es gemäfs (2.) 16 Stammwurzeln. 
und die 16 Zahlen 1,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53 
und 59 haben mit d—=60 keinen Theiler — 1 gemein. 

Zu d— 30 giebt es gemäfs (3.) 8 Stammwurzeln, 
und die 8 Zahlen 1,7,11, 13, 17, 19, 23 und ?9 haben mit d — 30 kei- 
nen Theiler — 1 gemein. 

Für d—=% giebt es gemäfs (3.) 8 Stammwurzeln, 
und die 8 Zahlen 1,3, 7,9, 11, 13,17 und 19 haben mit d = 20 keinen 
Theiler > 1 gemein. 

Und so weiter. 


d. Zu jedem Exponenten d gehören, wie (2. 3. ..... 13.) zeigen, 
andere Stammwurzeln 2,; gemäfs (11.). 


e. Alle Stammwurzeln in (2. 3. .... 13.) sind zusammen alle die 
Zahlen 1, 2, 3, 4,.... 60; gemäfs (III.). 
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Beweis. A. Der Beweis von (IV.) liegt unmittelbar in ($. 60. I. und II.) 
und ist daselbst ausgesprochen. 
B. Nach ($. 60. 1.) sind in 
14. 2 = Sip-r, 


diejenigen r,. für welche der gröfste Gemeintheiler von x und d, 4 ist, 


° ( \ « 
alle die — = Ö,ten Stammwurzeln aus I zu p. 


ad. Setzt man 
15. = _— E: u, KR 4, .e0. Ö. 
so haben von diesen d Zahlen 


. 0 EEE i u. 
16. die 2’ :0, Bubien i. 22. 32.83. .... ch 


und keine andern, mit d den Theiler A gemein. Nur diese „= 0, Zahlen 

unter denen (15.) kommen für die Werthe von z, welche in (14.) durch die 
TE _ | ’ . i 

r die = Ö,ten Stammwurzeln geben. in Betracht; denn alle diese x sollen 


mit A aufgehen. Aber unter den Ö, Zahlen (16.) befinden sich auch alle x. 
auf welche es ankommt. 


b. Es sollen aber von den d, Zahlen (16.). unter welchen sich die 
oesuchten 2 befinden. nur diejenigen genommen werden. welche mit 
7. d—= 64 118.) 
keinen gröfsern Theiler als ) gemein haben. Diese sind die gesuchten x. 
Drückt man die Ö, Zahlen (16.) allgemein durch 
18. ı m Ti 


‘ ‘ / \ Ö . . * 
aus. W 0 nun ı — j. 2, 3, + ..o.. Ö (— T) ist, so sind jene gesuchten u 


welche mit d keinen gröfsern Theiler als < gemein haben, offenbar diejeni- 
gen, und nur diejenigen &. für welche r in (18.) mit d, in (17.) keinen 
Theiler — 1 gemein hat: denn so wie r noch irgend einen Theiler u > 1 
von Öd mit Ö', gemein hat, so ist der gröfste Gemeintheiler von & und Öd nicht 
mehr 4. sondern u) >4. 

ce. Es folgt also. dafs die Anzahl derjenigen z, deren gröfster Ge- 
mernthetler mit d. A ist, dzeselbe sein mufs,. wie die Anzahl der Zahlen, welche 


mit d,— ,; keinen Theiler > 1 gemein haben, oder welche zu d, theiler- 


fremd sind. 
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. ir Ö 
d. Diese x nun geben alle die d\, — jten Stammwurzeln: also ist 


: ’ Ö ' ) 
die Anzahl dieser ; ten Stammwurzeln der Anzahl der zu d, —= lheiler- 


fremden Zahlen gleich. Folglich ist allgemein, Ö statt Ö, gesetzt, die An- 
zahl der Stammwurzeln aus I zu » für einen beliebigen Exponenten d, welcher 
in p—1 aufgeht, der Anzahl der Zahlen >0 und <J gleich, die mit Öd 
keinen Theiler —>1 gemein haben; gemäfs (1.). 
C. Gehörte eine und dieselbe Stammwurzel z zu zwei verschiedenen 
in p—1 aufgehenden Exponenten d\, und d,, so mülste 
19. 23% —= (65p--1 und zugleich 
20. 2 Gp--1 
sein. Dies ist nicht der Fall; denn wenn z. B. von den beiden Exponenten 
ö, und d, der letztere der gröfsere ist, so giebt nicht 2°. den Rest I zu p, 
sondern einen Rest — I, indem ülle Potenzen 2', 2°, 2°, .... 2%, und also 
auch 2°: andere Reste als I geben und zuerst die Potenz 2°. den Rest I 
giebt. So will es die Bedingung, dafs z eine d,te Stammwurzel sei. Also 
gehören zu jedem in p—1 aufgehenden Exponenten d andere Stammwurzeln 
aus I zu 5 gemäfs (II.). 
D. Jede der Zahlen 1,2, 3,4,....p—1 giebt, zu irgend einer Po- 
tenz erhoben, deren Exponent Ö entweder p—1I selbst, oder ein Theiler von 


p— I ist, nachdem 2', 2’, 2°, .... 2°’ andere Reste gegeben haben, zu 2° 


den Rest 1 ($.58.). Jede der Zahlen I, 2,3, ..... a —1 ist also nothwendig 
irgend eine Stammwurzel. Ihre Potenzen erreichen immer, entweder schon 
mit irgend einem Theiler d von » —1. oder mit p— I selbst zum Exponen- 
ten, jedenfalls den Rest I. Aber zu jedem Exponenten d gehören andere 
Stammwurzeln (II.): also kommt jede der Zahlen als Stammwurzel nur einmal 
vor; alle aber kommen als solche vor. Also sind die verschiedenen mög- 
lichen Stammwurzeln alle die Zahlen 1,2, 3,4, .... p—1; gemäfs (11.). 

Anm. E. Die gegenwärtigen Sätze gehen aus ($. 58. und 60.) hervor, 
mit Hülfe der Erwägungen in (B2.). 

$. 64. 
Lehrsatz. 
I. Wenn p eine Stammzahl ist, Ö und u heliebige Zahlen sind, 


und man setzt ın 


1. 2 — (p--r und 
2. zu — (p — 9 

















128 15. Encyklopädie der Zahlentheorie. $. 64. Form. 3—5. 


der Reihe nach 
3. 2=1,3,3,4..9—1, 

so sind alle die Werthe von go in (2.) unter den Werthen von r in (1.) 

mitbegriffen. 

II. Wenn i,, bay Az»... de on p— 1 aufgehenden Stamm- 
zahlen sind, und Öb,, Oh,, Ob, .... gehen ebenfalls noch in p—1 auf, 
also auch Ö, so erhält man, wenn man von den Werthen, welche r in 
(1.) für = 1,9, 3,4 .... p—1 bekommt, die Werthe ausschliefst, 
welche ın 


I 


4. KH Öp+o, AGP, = Spt, 
die Reste o,, 0:3 03x +++., ebenfalls für = 1,2, 3,4, .... p— 1 anneh- 
men und welche nach (1.) unter den Werthen von r in (1.) mitbegriffen 


a E —1 2 
sind, die I -ten Stammwurzeln aus 1 zu p. 
c 


II. Für 8 — 1 erhält man also die Hauptstammwurzeln, 
wenn man von den Zahlen 1,2, 3,4, .... p— 1 selbst die Reste zu den- 
jenigen ihrer Potenzen ausschliefst, deren Ezponenten 4, hy, hy. .... 
die in p— | aufgehenden Stammzahlen sind. 


IV. Auch erhält man die ?——-ten Stammwurzeln aus 1 zu p- 


Ö 
wenn man von den Werthen von r in (1.) diejenigen ausschlie/st, für 
. “s “ 5 I —1 . . 
welche, wenn z die sämmtlichen Theiler von P g* bezeichnet, in 


un 20 9 
R = 1 3st. 


e . ) = 
Anm. Will man die ten Stammwurzeln nach (11l.) berechnen, 


so mufs man zunächst alle x in (1.) suchen. Sie ergeben sich schon, wenn 
man 2 1, 2,3,4 .... 4(p— 1) setzt; denn für die übrigen z sind nach 
(8.54. V.) die r entweder d’eselben, zu p—z, oder sie ergeben sich aus 
jenen, wenn man sie von p abzieht. In (4.) sind dann ebenfalls den z alle 
die Werthe 1,2,3, 4 .... 39 —1) beizulegen, aber nur für die Exponen- 
u B.. Bi BR 


Will man dagegen die e ten Stammwurzeln nuch (IV.) berech- 


nen. so sind. nachdem, wie vorhin, die r in (1.) gefunden worden sind, den 


r in (5.) nur alle die gefundenen Werthe von r beizulegen nöthig: aber 


2 . . . . ge i 
für alle die verschiedenen Exponenten x, welche in I aufgehen. 


















I. 
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Beispiele. (Aus Taf. I.) Zul. In (1. und 2.) ist, der Talel 


mäls. z. B. 


Für d= 6, r= 3 920 37 34 41 52 58 60, 
= Bee, ee = EDER RN 
- ud=1S, 0 3920277 34 41 52 58 60, 
- ud — 24, = FU er EL a 
6 I, BER, w_ 


ns 
3 9% 27 34 41 52 58 60, 
SE A a na MR 
392027 34 41 52 58 60. 
Immer sind die o in (2.), wie man sieht, unter den # metbegriffen. 


ya '* 2; 7 0 


\ 


- Mu ) — 4), 0 = 
_ ud urn 45, 0 sure 


.. 


1 

| 

| 

Rs 

inet ben ar a ee 
| 

| 

l 

| 





- ud — 54. GO zu 


Ist d zu p— I theilerfremd, so sind nach ($. 55. Il.) die r in (1.) 
alle die Zahlen 1, 2, 3,4 .... p—1; also sind auch dann in (2.) die o unteı 
den r in (1.) mitbegriffen; gemäls (1.). 

Zu Il. Die in »y—1==60 aufgehenden rg Mi Ba 


sind 2, 3 und 5. d==4 ist einer der Theiler von p —I. und von den Ex- 
ponenten dA, —=N, dA, —=1? und dA, —%, für (4). — 04,— 172 und 
O4, —=0 in p— I auf. Nun ist in (1. und. 4.) nach der Tafel: 
‚Für oe = 4 _r=1 9 1213 15 16 W 92 25 34 42 47 36 37 58. 
ta Be u re ET BA N 
. Beet |, wi en. 


Schliefst man die 0, und 0, von den r aus, so bleiben 12, 15, 16, 22, 25. 
4), 56 und 57 übrig. und diese Zahlen sind. wie die Tafel zeigt. die 
Zu en —_ Iöten NSiammwurzeln aus 1 zu p; gemäls (I.). 

Zu 111. Für die Stammzahlen 4, —=N?7. 1,—53 und A,=—=5, welche 


in pp — 160 nn und für d= 1, ist in (4.). der Tafel zufolge: 


Für /),=2, o, =1: 345.9... 1213141516 1I WO <o. D% eco 00 27 änı een cn 2 3436... ... 39 ... 4142454647 4849 ... 52 ... 56575860 


Für } 


Für 


- bt 5 %. JERR X. I | DRREWNE BRESRERTNERNT, | DRRERG: 2338. 3788... u ABM. 3788: MR ia an ie a ae ae EEE ur <> BER 


OU 90 ABREEN | Dem, : WIMMER. . PEERNMAINANSTEGMENENEL  .. » JURREIGEENERGDENGEEE, TERWERNMEENE © _Ere. = 7 nonR 6i 
Schliefst man diese verschiedenen Zahlen o,,. 0, po, von den Zahlen 1, 2, 5, 
4,....60 aus, so bleiben die Zahlen 2, 6, 7, 10, 17, 15, 26, 30, 531, 35, #9. 

44, 51. 54, 55 und 59 übrig, und diese sind die Hauptstammwurzeln aus | 

zu p; gemäls (II1.). 


r r No - - . —— h ) ( . rin . i . ‘ 
Zu IV. Fürd=5 zB. ist S i. — —1?7. Die Theiler von 1? sind ?, 
3, + und 6, also ist in (9.) ==, 3, 4 und 6. Nun ist für (1. u. 5.) nach der Tafel: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 2, I7 
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| Für do—5, r=111 13 14 21 29 32 40 47 48 50 60; 


Für z 2, R = 160 47 13 14 56 485 14 1347 60 1, 

g, - z—=3, R= 150 16050 %7 11 11 160111 60, 
| - :——4, R=1 1347035347134 13 11, 

- z—=6b, R=16 1 16048560 60 1 160 1. 


Die Werthe 1, il, 13, 14, 47, 45 und 60 soeben für ein oder das andere z 
in (5.) den Rest R == I. Sie müssen also von den Werthen von r in der 
obersten Zeile (9.) ausgeschlossen werden. Die übrig bleibenden r sind 21, 
29, 3% und 40, und diese sind, wie die Tafel zeigt, die Pi _ 12ten Stamm- 


wurzeln aus I zu p; gemäls (IV.). 


Beweis. VonJI. A. Setzt man, für irgend ein bestimmtes r, 

0. ""—= Gp-tk, 
so ist jedenfalls A @rgend eine der Zahlen s= 1,2, 3,4, ....p—1. Nun 
eiebt die dte Potenz von (10.) 

11. = Gp+K. 

Aber da die Öten Potenzen aller der Zahlen 1,2, 3,....p—1 in (1.) nur 
die Reste r geben, so kann auch die dte Potenz von k nur eins der r ge- 
ben, z.B. r,; folglich ist 





2. K—= Öp-tr, 
mithin in (11.) 
3. — Gp+Gp-+tr = Spt. 
Zufolge (2.) ist aber 
14. rt — Gp-to, 
also ist aus (13. und 14.) Gp--r,—= Gp--o oder 
5. e= Gp-r, 


und, da r, und o beide <p sind. 





16. De 
mithin ist o irgend einem r gleich, und folglich sind alle Werthe von o in (1.) 
mätbegriffen. 


Beweis von Il. B. Für alle r in (1.) ist 


D—1 
44 r I — (Sp et . 
. » & | ) , 
denn die N -te Potenz von (1.) giebt 
( - 
. pol p—I 
IS. > j ) — >/ ) 


2 = 2, = Öp-tr 
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und, da nach dem Fermatschen Lehrsatz ($. 40.) ar" — (5p--1 ist, für jedes 2: 
p—l 


19. Gp-tr’ = (Sp- 1: 


woraus (17.) folgt. 


r [7 * * D 2. [7 ) 
C. Nun ist es eine Bedingung für die #7 


‚ten N/ammwurzeln z, dals 
( 


p—I 
2. z Go Sp 54 


: De v—1 ’ 
sei: also kann jedes r in (17.) eine te Stammwurzel sein. Und zwar 


Ö 
5 . . r, . ) —— l . 
eignen sich keine andern Zahlen x als die r zu — ten Stammwurzeln: denn 
p—l 
jede Stammwurzel x mufs 2’ —=(5p-- 1 geben, und giebt sie den Rest 1. 
so ist sie auch nach (17.) ein r; denn alle r geben diesen Rest. 


r ; ’ m : v—1 
D. Aber nicht alle die r in (17.) sind _ te Stammwurzeln aus 


y—1 
/ ten von r den Rest | 
( 


zu » lassen können: und zwar sind alle dieieniven. und nur dieienisen r 
eng jenig ; 


—1 
5; «aufgehen, schon den Rest I zu p lassen. 


5 v—1 er a 
nicht ! „te Stammwurzeln. Denn gesetzt es sei 


I zu p, weil schon mzedregere Polenzen als die 
welche mit Exponenten, die in 


1. Piz, 


. — | » . 
so dafs z in en aufgeht, so ist, wenn schon 
2. = Gp-+l 


i 2 : v—1 : a 
giebt, r nicht eine / 5 te. sondern kann schon eine zte Stammwurzel sein. 


oder selbst eine Stammwurzel für einen noch niedrigern, in z aufgehenden 
Exponenten. Hingegen kann, wenn 2 eine zte Stammwurzel, also 


23. = — Gp-i 


P— 


1 
ist und x nicht in 5 aufgeht, also etwa 


24. a = 20-0 


ist, wo 0 <%, dieses z keines der r in (17.) sein. Denn da 2 eine zte 
Stammwurzel sein soll, so geben alle die Potenzen 2', 2°, 2°, .... 2°’, also 
auch 2°, nicht den Rest ı. Aus (23.) und (24.) aber ist 


Br Ä 
25. z ö — gr — gr — (Gp-+- 1)° ar zu Hp 4 z°, 
17 * 
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p—1 

und 2° ist wicht — (p--1: also ist auch 2 ° in (25.) nicht —($p-1; 
wie es für aller in (17.) sein mufs; so dafs also z keens der r in (17.) 
sein kann. 


P— 
Ö 


. R a f} [ )- 
nur mit solchen Exponenten, den Rest I zu p lassen, sind nzcht f 


\lso alle r, welche schon mit Exponenten, die in aufgehen, und 


| z 
y- le Stamm- 


wurzeln, und man mufs sie folglich von den r, die der Gleichung (17.) genug- 


thun. ausschle/sen. 


E. Es ist aber nur nöthig, diejenigen r auszuschlielsen, welche mit 


0. . Be x 
dem höchsten in ! „  aufgehenden Fxponenten schon den Rest I zu p las- 
( 
. . . . p—1 4. 
sen; denn wenn ein niedrigerer in —s— aufgehender Exponent x schon 


26. — (Sn + | 


ojebt. so ist auch für das selbe r: 
p—1 


27. 197, 0%, 0... be zur? = Spt. 


j . .. . — | N . ) 
F. Die höchsten in #—- aufgehenden Exponenten sind aber offenbar 


Ö 
p—1 p—1 p—1 se. denn die Quotienten von P" durch selbige sind 
7 Ze Frl Zi x h a 


an er EEE 5 
a © Ar. BE ce wi Zinn 


l 


28. 


und diese Quotienten A,» Ay Ays »... sind NSiammzahlen, und folglich nicht 
weiter !heilbar. 
@. Diejenigen r nun, welche 
p—1 p—1 p—1 
9. ri Gp-+1, ri — Gp-1, ri, —= Gp-1, 
seben, sind die oe in (4.), die zufolge (1.), wenn man nemlich in (2.) A, 
os hrn 2... statt uw selzt, unter den Werthen von r in (1.) mitbegriffen sind. 


) ) —1 — 1 —1 
Denn es giebt (4.). wenn man darin die . A , an ....ten Po- 
i 2 


tenzen nimmt: 


pl | Fan 
ze di ' 
ga tu ge — Gyr 
- ua ( } | Io ’ 
p—1 Fr 
En da u TER. 
30. z 0} — gl =—— (p 2 r +}, r 
rn 0, p—-i 


zii, gt Gptröh, 





> . ” .®e, 
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woraus, da nach dem Fermatschen Lehrsatz ($. 40.) <"'"=&p --1 ist, 
p—1 p—1 p—1 
31. 0%, En (Sp . I; 0° +. — (p - p 0%; =—— (5p .- I 
folet. 

Man darf also nur die Werthe der o in (4.) von den Werthen der r 
in (1.) ausschliefsen, so erhält man die p 5 ten Stammwurzeln aus Il zu p. 
Dieses ist was (11.) behauptet. 

Beweis von III. H. Was (III.) aussagt, folgt unmittelbar aus ( Il.) 
für den besondern Fall d—= 1: denn in diesem Fall sind die r in (1.) alle die 
Zahlen 1, 2, 3, 4 .... p— 1 selbst. 

Beweis von IV. I. Wie in (D.) bewiesen, sind diejenigen r in 


u BE ’ 
(1.), von welchen schon Potenzen mit Exponenten x, die in ' ; aufgehen, 


und nur mit solchen Exponenten, 


2. = Sp-I 
. —1 . 
geben. nzcht n -te Stammwurzeln. Nimmt man also von allen den Werthen 


an et 
von r in (1.) alle diejenigen Potenzen, deren Exponenten x in 1 - aufge- 


hen, so sind die r, welche in (5.) RA =1 geben, von den r in (1.) auszu- 


. _ %ı 0 i ’ —1 R i 
schliefsen; die übrig bleibenden r sind ‚ gte Stammwurzeln; gemäls (IV.). 


Anm. K. Die gegenwärtigen Sätze beruhen auf ($. 40. 54. und 55.). 


und nächstdem auf den besondern Erwägungen in dem Beweise. 


S. 65. 
Lehrsatz. 

l. Diejenigen von den Zahlen 1,2, 3,4, .... 2 (2° ausgenom- 
men), welche mit z keinen Theiler —1 gemein haben, sind immer paar- 
weise vorhanden, und die Summe jedes solchen Paares ıst — 1. 

ll. Die Summe aller zu z theilerfremden Zahlen (2? ausge- 
nommen) geht mil z auf. 

Il. Das Product jeder zwei zu einander theilerfremden 
Theiler einer beliebigen Zahl „ kann kleiner, aber nicht gröfser 
sein uls 2. 

Beispiel. Essei2— 180. Die zu dieser Zahl theilerfremden Zahlen sind 

1 711 153 17 19 23 29 31 37 41 45 47 49 53 59 61 67 71 73 77 798389 
En 173 169 167 163 161 157 151 149 143 139 137 133 131 127 121 119 113 109 107 103 101 97 91. 
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Die Zahlen stehen paarweise unter einander; und von jedem Paar ist die 
Summe 2; gemäls (1.). 
Die Summe aller der Zahlen (1.) ist 4320; was mit & == 180 aufgeht; 
gemäfs 11. 
Die verschiedenen Theeler von z sind folgende: 
2 1234569 10 13 15 185 20 30 36 45 60 9. 
Die Producte der zu einander Zherlerfremden Theiler sind 


#in 6, 2. 9 10, .2. Ye 18, Zlbenı 30, Dh e ; 
\;. 412, 3: due da, u BU, KR 

3. £4.5=%W, 4.9 36, 215= 60, 4.45 = 180: 
3.6=30, 5.12! 60, 5.36 = 180: 


9.10%, 9.20 = 180. 
Keins dieser Producte ist gröfser als 2== IS); gemäfs (I1.). 
Beweis. 4A. Wenn die Zahl « >0 <x zu & theilerfremd ist, so 
ist es nothwendig auch 2<—a==b: denn ginge eine Zahl > I in d und z 
zugleich auf, so ginge sie auch nothwendig in @ auf ($.18.). Also ist zu 
jeder zu 2 theilerfremden Zahl « eine andere 5>0 <{z vorhanden, die 


ebenfalls mit & keinen Theiler > 1 gemein hat. Die zu 3 theilerfremden 
Zahlen VO und <z sind also immer paarwerse vorhanden, und die Summe 
jedes solchen Paares a und db ist +52; gemäls (1.). 


B. Da die Summe jedes Paares der zu & theilerfremden Zahlen 2 
ausmacht, so ist die Summe aller ein Vielfaches von z, und geht also mit 2 
auf; gemäfs (11.). 

C. «a. Es seien d, und d, zwei zu einander Zheilerfremde Theiler 
von 2, und es sei. wenn es möglich ist, ihr Product d,d,>z, also etwa 
4. 0.0, = uetr3 
wo durch n immer r <Z x gemacht werden kann, weswegen denn r < dd, 

vorausgeselzt werden darf. 

b. Da nun x sowohl mit Ö\,. als mit d, aufeehen soll. so mufs nach 
($. 18.) in (4.) auch nothwendig r sowohl mit d,. als mit d,, also nach ($. 26.) 
mit 0,0, aufgehen. Aber r ist nothwendig <d,d, (a.). also kann r nur 0 


sein und folelich nur 


veseizt werden. 
ce. Kann nun n>1 sein, so muls vermöge (5.) rn entweder in d, 


oder in d 


,‚ aufgehen; oder auch irgend ein Teiler n, von n mufs in d\,, der 
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andere Theiler n,, welcher n,n,=n giebt, mufs in d, aufgehen. Ist n, —n,. 
so mufls n selbst in d, oder d, aufgehen, denn d, und d, haben nach der 
Voraussetzung keinen Theiler rn, = n, > I gemein. 

d. Also zunächst für glerche Theiler von rn mufs die Gleichung (5.) 


so wie sie ist stattfinden. Geht dann n etwa in d, auf, so folgt daraus 
Öö 


6. Are 
n 
Dieses durch Öd, dividirt oiebt 
7 9%; - 
j n ö,’ 


. . zZ . Ö . - \ rr\ 5 
hier ist —- eine ganze Zahl, —* aber necht, weil d, und Ö, den Theiler n > I 
( . 4 2 
1 


17 
nicht gemein haben. Also kann für gleiche Theiler von n, (7.) nur für 
n== | stattfinden, und also » nicht —> I, mithin in (5.) 0,0, nicht >> x sein. 


e. Für ungleiche Theiler n, und n, von n würde (5.) 


8. I nNn2 
geben, und, wenn nun n, in Ö,, n, in d, aufgehend angenommen wird. 
a 


Dies durch d, oder d, dividirt giebt 





Ö, z Ö x 
10. *— —= — und ee u, 
N, N, Ö, NN, Ö, 
\ \ z 3 Ö : 
hier sind „- und — ganze Zahlen. —— und —— aber sind es necht, weil 
A nn, n,N, 


Öd, zwar mit n,, aber nicht mit dem Theiler z», von Öd\,. und Ö, zwar mit n,. 
aber nicht mit dem Theiler n, von d, aufgeht. Die erste Gleichung (10) findet 
also nur Statt für n,— I und die zweite nur für 2, — I, mithin (S.) nur für 
nn, oder n— I. Also auch in diesem Fall kann in (5.) r nicht gröfser sein 
als I, und folglich 0,0, nicht gröfser als z. Also kann überhaupt Ö, 0, nicht 
sröfser als 3 sein; gemäls (111.). 
$. 66. 
Lehrsatz. 
Wenn p eine ungerade NStammzahl ist, so ist 


I. Für jede Stammwurzel z, aus | zu p mit geradem Ex- 
ponenten Ö, also, da p—1 immer gerade ist, auch für jede p—Ite oder 
Hauptstammwurzel: 
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Aber nur allein für den Exponenten !Öd, und für keinen andern Ex- 
ponenten —Ö, ist zup der Rest — —|. 
ll. Von allen Stammwurzeln z, aus 1 zup mit ungeradem 


7: 
4 


Exponenten Ö giebt keine der Potenzen z\, z\. 


Rest — 1. 
Ill. a. Alle Hauptstammwurzein aus 1 zu p sind Nicht- 


“ =. 
y Zyy re... Dis z, zu p den 


yuadratreste zu p. 


r—1 ‘ e 
b. Alle | = Oten Stammwurzeln aus 1 zu p sind, wenn 


, eine Stammzahl ist, te Reste zu p. das heifst Werthe von vr in 
2. = Öp-r. 


au \ v) u 
ec. Alle ! —0Jten Stammwurzeln aus | zu p sind, wenn 
0.4 


z nicht eine Stammzahl ist, hie Beste vr zu p in (2.), wenn 1 eine der 
Stammzahlen ist, die ın z aufgehen. 

d. Nur dann sind alle Nichlquadratreste zu p. p—1 aus- 
genommen, Hauptstamım wurzeln aus 1 zu p, wenn p— 1 mit keiner 
andern Stammzahl als 2 und mit 4 p—1) aufgeht. Sonst nicht. 

e. Für kein z sind ın 

di. = Öp-r 


. ‘ *) / r—i \ 1 
alle x fur ne 1, 1,5, 4,2... Pp—1, = Öle Stammwurzeln. 


IV. Für jede Stammzahl p und für jedes ö sind die Öten Stamın- 
wurzeln aus | zu p für eın und dasselbe d entweder sämmtlich Qua- 
dratreste, oder sämmtlich Nichtquadratreste; nicht zum Theil 
Quadratreste, zum Theil Nichtquadratreste. Desgleichen ist das Product 
jeder geraden Zahl von Öten Stammwurzeln aus 1 zu p für jedes p 
und d en Quadratrest zu p. 

V. Wenn man für eine Stammwurzel z, aus 1 zu p mit ye- 
radem Exponenten d, also auch für ene Hauptstammwurzel, 

4. Z= Öp-+r 
selzt, wo z<A40d, so 3st 


J. L) 


so dafs man also die Beste zu allen Potenzen aa findet, wenn man die- 
jenigen zu 4° von p abzieht. 


\$ x 





—= Öp-—r; 


VI. Ist der Exponent Ö eier Stammwurzel z, aus I zu p eine 
ungerade Zahl, so ist p—z; eine ]dle Stammwurzel aus 1 zu p. 
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VI. Wenn ın 
6. = Öp-r 

z die Theiler von Ö bezeichnet, so dafs also z auch Ö selbst sein kann: 
wenn ferner d gerade ist, und der Rest v für z— }Ö ist gleich —1, für 
alle andern x dagegen, die nur in d und nicht in 4d aufgehen, weder 
-+-1, noch —1, so ist z nolhwendig eine Öle Stammwurzel aus l zu p. 

Findet nicht beides zugleich Mtatt, so ist z nicht eine Jte 
Stammwurzel aus 1 zu p. 


VIII. a. Wenn der Exponent Ö einer Öten Stammwurzel z, aus | 
zu p mit 4 aufgeht, so ist auch p— z eine Öle NStammwurzel aus1 zu p. 

b. Geht ö nur mit ?, nicht mit 4 auf, so ist p—z eme Alte 
Stammwurzel aus 1 zu p: so dafs es also für alle mit ? und nicht 
mit 4 aufgehenden ö eben so viele Löte als Öle Stammwurzeln aus | 
zu p giebt. 

IX. Wenn z, eine Öle und z, eine te Stammwurzel aus 1 zu 
p ?s/, und Ö und e sind zu einander theilerfremd, so ist in 

7. 25.2, = Öp--Tr, 
wenn r — 1 :st, r eine Öste Stammwurzel aus | zu p. und de ist nie 
gröfser als p— 1 ($. 65. I1l.). 

X. Wenn in 

8. = Öp+r. 

9, = Gp-tz,. 
z eine Öle NStammwurzel aus | zu p est, und unter den Resten v in (9.). 
für die verschiedenen z— 1,, 3, .... 0 — 1, kommt weder x—- Sp, noch" 
x— Sp, noch "— Sp, ..... bis zu x’! Sp vor, so ist x eine hxte 
Stammwurzel aus | zu p. 

Beispiele. Aus Taf.I. Zul. Für die d —=#te Stammwurzel 11 
ist 1° — 11? — 6p-+60 = &p—1. Für die d = Ö6te Stammwurzel 14 is! 
14° — 1 — $p--60—= 6p—1. Für die d — 2Vte Stammwurzel 37 ist 
Im — 37" — Gp-6O—=Gp—L, u. 5. w. Kein anderer aber als der Ex- 
ponent 40 giebt zu p den Rest 60 oder — 1. 


Zu Il. Zu der d == 3ten Stammwurzel 13 sind die Reste 13 und #7; 
zu der d—=Ö5ten Stammwurzel 34 sind die Reste 34, 58, 20 und 9; für die 
'— 15te Stammwurzel 16 sind die Reste 16, 12, 9, 22, 47, 20, 15, 57, 58, 15, 
25, 34, 56 und #2, u. s. w. Keiner dieser Reste ist 60 oder — I: gemäfs (11.). 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXVIlI. Heft 2, 18 
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Zu IIl. Die Zahlen in der zweiten horizontalen Zeile der Tafel sind 
die Quadratreste zu p. Unter ihnen findet sich kene der Hauptstammwur- 
zeln 2,6, 7, 10, 17 ete.; also sind alle Hauptstammwurzeln Nichtquadratreste 
zu p; gemäls ( Ill. «.). 

Dagegen finden sich alle die m — 30ten Stammwurzeln 4, 5, 19, 
36 ete. unter den Zahlen der zwwerten horizontalen Zeile der Tafel, und sind 
also alle zweite oder Quuadratreste zu p. Die Zahlen der dritten horizon- 


Se a ö a a ’ pi 

talen Zeile sind die A— sten Beste zu p. Unter ihnen befinden sich in — 
2dten Stammwurzeln 5, 25, 24 etc. Die Zahlen der fünften horizontalen 

y 2 : - y r T . » . . »—1 
Zeile sind die = Sten Reste zu p. Unter ihnen befinden sich die 


— I?ten Stiammwurzeln 21, 29, 32 etc. Ferner befinden sich z. B. die 
p—1 _p—1 
7 Öb 
3ten horizontalen Zeile: u. s. w.; gemäls (III. d. und e.). Aber necht alle 
Zahlen, die in der zweiten horizontalen Zeile nzcht stehen, also nicht alle 
Nichtquadratreste, sind Hauptstammwurzeln; und nzcht alle Zahlen der 3ten, 


—1 pri py—i . 
| / —, / > — -te etc. Stammwurzeln. 
u e ) 


Zu III. d. giebt die im ten Bande dieses Journals S. 36 — 53 abge- 
druckte Tafel Beispiele. Für »y==25 geht »—1 nur mit den Stammzahlen ? 
und II—=!}(p—1) auf. Die Nichtquadratreste zu p= 23 sind 5, 7, 10, 11, 


— lÜten Stammwurzeln 3, 27, 41 .... unter den Zahlen der 


ten Zeile ete. sine 


14, 15, 17, 19, 20, 21 und 22. Alle diese Zahlen, p— I=??2 ausgenommen, 
sind Hauptstammwurzeln aus I zu p—= 2. 

Hier in Tafel I. sind z. B. für 6 die verschiedenen Werthe von r 
in (3.) folgende: 1, 3, 9, 20, 27, 34, 41, 52, 55 und 60. Nicht diese Zahlen 
alle, sondern nur die vier: 3, 27, 41 und 52 sind aa. — = — [te Slammwur- 
zeln aus I zu p»; gemäfs (Ill. e.). 

Zu IV. Nach Tafel I. sind z. B. die 20ten Stammwurzeln 5, 23, 24, 
25, 33, 37, 38 und 53 sämmtlich Nichtquadratreste; denn sie finden sich 
nicht unter den Zahlen der zweiten horizontalen Zeile der Tafel. Dagegen 
die 15ten Stammwurzeln 12, 15, 16, 22, 25, 42, 56 und 57 sind sämmtlch 
Quadratreste; gemäls (IV.). 

Zu V. Für die d = 10te Stammwurzel 227 aus I zu p=6l ist 
z.B. 2—=2’— Gp+41, also in (4.) r—= 41, und 2!’ — .° it = &p-2%0 
— Sp» —41=6$p—r. Für die d=30te Stammwurzel 239 ist z. B. 
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”’—3'"—=6&p-19, also r—= 19; Hr— 3 it =6p-442 = Gp— 19 
— &p—r. Für die Hauptstammwurzel 3= 43 ist z.B. — 2! 6p- 
also r—4; und 2r—3* it = 6p +97 — &p —4= Gp—r etc; ge- 
mäls (V.). 

Zu VI z==15 ist eine Stammwurzel aus I zu p mit der ungeraden 
Zahl 3 zum Exponenten; und p—3==4S ist eine 20 — 6te Stammwurzel aus 


1 zup 23 ist eine Stammwurzel mit der ungeraden Zahl 5 zum Ex- 
ponenten: und p— 3 ==4l ist eine 2) — 10te Stammwurzel aus I zu 9; 


gemäls ( V1.). 
Zu VII Von = %0 sind die Theiler z = 1, 2, 4, 5 und 10. Da- 


von ist derjenige, welcher nur in d, nicht in 40 = iV aufgeht. 4. Für 
328 ist Se zt' — By )=Gp— I und F—= Sp 4%. Also istr 
in (6.) = —1 für z=40 und weder — 1 noch —I für das z, welches 
nicht in 4J aufgeht; und z2==2> ist eine 20te Slammwurzel aus I zu p». 
Dagegen ist für s— 11 zwar "= &p--60 = Gp— 1, aber 2* ist 


— Gp-1. und s—=1l ist nicht eine 20te Stammwurzel; gemäfs ( VII). 


Zu VII. Für d—=% sind 2; = 8, 23, 24, 25 Stammwurzeln aus I 
zu 9. 0 geht met + auf, und p — (8, 23, 24, 25) = 53, 38, 37 und 33 sind 


ebenfalls 20te Stammwurzeln aus I zu p; gemäls (VII. «a.). 

Die d — 30ten Stammwurzeln aus I zu p sind 24,5, 19, 56, 39, 45, 46 
und" - Hier geht d nur mit ?, necht mit 4 auf, und p— (4,5, 19, 36,39,45,46,49 
— 57,56, 4?, 25, 22, 16, 15 und I? sind die 4J — a Stammwurzeln aus | 
zu 95 Ken (VII. 6.). 

Zu IX. 2;=1l ist eine d = 4te und z,— #7 eine € — 1dle Stamm- 
wurzel aus I zu p. 0J und e sind zu einander u und (7.) eiebi 
hier 232, = 11.4) = 462 = &p--35. also r—= 35; und dieses r —35 ist 
eine 4.15 — 65Vle oder Hauptstammwurzel; gemäls (IX.). 


Zu X. 2, ?? ist eine d — 15te Stammwurzel aus 1 zu p, und 
12°?—= 6p-- 22, also in (9.) 2=1?. Die Reste r in (S.) zu z = ?? sind 
meer... 3, FH „34, 16,47, 98,96, 12, .... etc. Unter 


denselben kommt x — 1? vor, also ist x — 17 nicht eine Ad — 4.15 — 6Vle 

Siammwurzel aus I zu p. In der That ist IQ nur eine I!te Stammwurzel 

aus I zu p. Dagegen ist 2, 20 eine d—= INte Stammwurzel aus I zu p, 

und 6° — Gp -29, also in (9.) 2=6. Die Reste r in (8.) zu.z —= 29 sind 

29, 48, 50, 47, 21, 60, 32, 13, 11, 14, 40. Unter denselben kommt weder £ — 
18* 


, 
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noch 2’ — &p--36, noch x’ — 6p--35,. noch x — &p--15 vor; also mufs 
x —6 eine 5.12 == 60te Stammwurzel aus I zu p sein; was auch der Fall 
ist; eemäls (X.). 

Beweis von I. 4. Für eine dte Stammwurzel aus 1 zu p ist 
— 6p--1 oder 


2% 


10. 23—1 = Gp. 
Dieses giebt. wenn d gerade, also 4Ö eine ganze Zahl ist. 
N“ 1) Zu f Ps 0) | w BL a 
11. (2? 1)(2% 7 1) ng Sp: 


» . 1 S . ı,$ I . . 
also mufs p entweder in 2 —1, oder in 3° --1 aufgehen, das heilst, es muls 


12. entweder 2. — $p-1, 
13. oder 2 — $p—I 


sein. Das Erste (12.) kann nicht sein, denn sonst gäbe nicht erst die dte, 
sondern schon die 4Jte Potenz von 2; zu p den Rest -—-1, und 2; wäre also 
keine dte NS/ammwurzel. Mithin mufs die Gleichung (13.) stattfinden; und 
diese ist die (1.) des Lehrsatzes. 

B. Wäre noch für einen andern Exponenten als 40, z. B. für den 
Exponenten e<< 0), 

14. 3 = 6pP—1, 

so wäre 


5. 2_ 8-1. 


—_ 


Aber 2 ist nicht —d), sondern entweder kleiner oder gröfser als d, jedoch 
20. Setzt man für den zweiten Fall !e—=d--xz. wo nun z<{d ist, 


so wäre 


> m?E nn ) en Ö IE [ nn \ 
u ta ee 


2. — Op-+:h, 
also müfste, wenn nach (15.) 2° — &p-+-1 sein sollte, Gp-+23—= &p--I oder 
17. = Öy-1 

sein. Aber für keinen Exponenten, der kleiner ist als d, ist der Rest der 
Potenz zu p gleich --- I, weil x, eine dte Nt/ammwurzel sein soll. Also kann 
die Gleichung (15.) weder für ?€e<d, noch, in der Form (17.), für 2 >0d 
<20 stattfinden, und folglich auch nicht die Gleichung (14.), und es giebt 
mithin kein anderer Exponent &, als }d, für die dte Stammwurzel- %;, 
2‘—=(&p— 1; gemäls (1.). 

Bew. von Il. ©. Istd ungerade, und wäre für einen andern Exponen- 
ten als Öd. z. B. für & - “ Ö. 3, - = Sp —I|. so mülfste wieder, wie in (15.). 


2®— $p--l sein; und da 2e nicht = sein kann, sondern entweder <0 
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oder >Jd <.20 ist, so folgt, ganz wie in (B.), dafs für kein e<J die 
te Stammwurzel &,, 2;— &p—1 geben kann; gemäls (11.). 
Bew. von IIl. «. D. Die Hauptstammwurzeln z für welche 
D—1 
18. 23, = 6p-+1 
sein mufs, können nicht unter den Quadratresten r zu p sein, für welche 
2’—&p-+-r ist: denn nach ($. 49. 1.) ist für die Quadratreste r schon 
19. PD — Sp-1, 


also schon ihre 3(p— I)te Potenz läfst zu » den Rest I; was für p— Ite 


p=1? 


Stammwurzeln nicht der Fall is. Da es aber nun jedenfalls Hauptstamm- 
wurzeln gzebt, so können sich dieselben nur unter den Nichtquadratresten o 
befinden; gemäls (IM. «.). 

Bew. von III. db. E. Die Gleichung (2.) giebt, wenn man die ? 7 he 


Potenz nimmt, 


pP ; pt 
20. e* = 2 — Gptr’ 
und, da für jedes z nach dem Fermatschen Lehrsatz ($. 40.) 2?! — Gp-+-L ist, 


p—1 


21. r’ = $p-1. 


2 3 j ’ b j —1 a 
Dieses ist eine der Bedingungen für die . - — Jten Stammwurzeln z;: also 


. ) —1 
müssen sich alle r — — dten Stammwurzeln 2; unter den Aten Resten r in (2.) 
finden; gemäfs (Ill. 2.). 

y - ' v—1 j 
Bew. von III. e. F. Wenn z eine d— Stammwurzel aus | 


zu p sein soll, so mufs 
p—I 


a2. 2’ = Gp-1 
sein; also: wenn 4 eine der in z aufgehenden Stammzahlen ist, und man setzt etwa 
23. 2m Mi, 


so mufs 
p—I 


24. ul 2 Gp — l . 


also auch 
p—I 


235. zz = (6p-1) = Gp-1 
sein. Diese Bedingung erfüllen die r in (2.) gemäfs (21.). Also müssen 


r—1 . j > 
ten Stammwurzeln unter den Aten Resten r in (2.) finden. 





_ FE 
sich alle d = - 
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Bew. von Ill. dd @. «. Es giebt immer 4(p—1) Nichtqua- 
dratreste ($. 45. 111.), und nach ($. 63. 1.) giebt es so viele Hauptstamm- 
wurzeln als Zahlen >O und <p zu p— I theilerfremd sind. 


3. Nun ist p—1 immer gerade, also sind die 4(»9—1) Zahlen 2, 
2,3. 4.2, 2... 4 (p—D.2=p—1 zu p—L1 nicht theilerfremd, sondern 
haben damit den Theiler 2 > I gemein. Es bleiben von den gesammten 


pr 


p— 1 Zahlen 1,2,3,4,....p—1 nur die 4 


(p—N) ungeraden Zahlen 1,3, 
5, Tr. P—1I—1 übrig. die zu a—1 theilerfremd sein können. Geht nun 
p— | nur mit den Stammzahlen 2 und 4(p—1) auf, so sind sie es mit Aus- 
nahme von p—1 wirklich; denn keine von ihnen geht mit 2 auf. Also giebt es 
alsdann wirklich 4°» —1)— 1 Hauptstammwurzeln,. so viele als Nichtquadrat- 
veste,. mit Ausnahme von p— 1. Und da nun alle Hauptstammwurzeln Nicht- 
quadratreste sind, so sind alsdann alle Nichtquadratreste, mit Ausnahme von 
p— 1. Hauptstammwurzeln. 


(seht dagegen »—1, aulser mit ?. noch mit andern, also noch mit 
einer oder mehreren ungeraden Stammzahlen 9,, 92» ..».. <p auf, so be- 
finden sich dieselben nothwendig unter den 1(p— I) ungeraden Zahlen 1, 3, 


- - ‘) 
Jg ia rue 


die allein noch zu »p— 1 theilerfremd sein konnten: denn 
diese ungeraden Zahlen sind diejenigen < p alle, welche es giebt. Es gehen 
also alsdann schon 9,» Ga» ».». von jenen 4/7» — 1) ungeraden Zahlen ab. 
und folglich giebt es dann wwenzger oder 4(p— I) zu p—1 theilerfremde 
Zahlen O0 und p. und mithin auch weniger Hauptstammwurzeln. Mithin 
sind alsdann nzcht alle Nichlquadraireste Hauptstammwurzeln; gemäfs (II. d.). 


Bew. von IIl. e. Nach (8.54. 1.) hat r in (3.) ? = a verschiedene 


Werthe. Andrerseils ist nach ($. 63. I.) die Anzahl der en — Jten Stamm- 


wurzeln aus I zu » der Anzahl der zu Ö theilerfremden Zahlen gleich. Letz- 
tere ist immer 0. selbst wenn d eine Nfümmzahl ist: denn selbst dann sind 
erst die 9—1 Zahlen 1, 2, 3,4, .... 0 —1 zu Ö thellerfremd. Also sind für 


kein x alle r in (3.) P - Ze Öte Stammwurzeln: gemäfs (II. e.). 


—1 ’ ” 
Bew. von IV. H. Alle d —/ ; ten Stammwurzeln z,, für denselben 


Exponenten d. finden sich nach (III. e.) unter den Resten r in = &p--r für 
denselben Exponenten 4, der eine von den in z aufgehenden S/ammzahlen 
ist. Diese Reste r sind entweder Quadratreste, oder Nichtquadratreste; 
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denn andere Zahlen >0 <Zp giebt es nicht. Ist nun eine der Öten Stamm- 
wurzeln ein r, welches ein Quadratrest, also ein Rest für 2 ist, so 
sind es auch alle andern Jdten Stammwurzeln; denn alle finden sich unter den 
r für das gleiche 4. Ist eine der dten Stammwurzeln z, ein r, welches ein 
Nichtquadratrest ist, so kann keine andere dte Stammwurzel ein Quadrat- 
rest sein; denn sonst wären es, wie so eben bemerkt. auch alle andern, und 


fol 


glich auch 3,. 

Also, wenn eine te Stammwurzel ein Quadratrest ist. so sind es 
auch alle andern; und wenn eine derselben ein Nichtquadratrest ist, sind es 
ebenfalls alle übrigen. 

Das Product jeder geraden Anzahl von Quadratresten und Nichtquadral- 
resten ist nach ($. 52. I. und 11.) ein Quadratrest: also ist das Produet jeder 
geraden Anzahl von Jten Stammwurzeln für jedes p und Ö ein Quadratrest; 
gemäls (IV.). 

Bew. von V. F. Nach (I.) ist für jedes gerade Ö 

6. H—= Gp-1. 
Setzt man nun, wie in (2.). 
et. 3 = Öy-tr, 
so ergiebt sich, wenn man (26.) mit (27.) multiplieirt. 
28. alt — Qp—r = $p--(p—r); 
semäls (V.). 
Bew. von VI. @. Es ist 
29. (pP —z)” = 6p-+(— 23)” — Gp-2”°, 
indem 20 immer gerade ist. Ist nun 3 eine Jte Stammwurzel aus I zu p, 
so ist 
30. #2 —= Gp-H. 
Aber es ist 
31. (p— 23; — Gp- 3), 
also ist, für ein ungerades Öd. 
32. (p—3,) = 6p —z! — Gp—1 (0.). 
und folglich kann nach (1.) p — z; eine ?dte Stammwurzel sein; denn ist sie eine 
solche, so mufs nach (1.) (p — 35)’ = &p—I sein; was nach (32.) der Fall ist, 


H. Es ist aber auch, für jeden Exponenten x < 0, 





33. (P—2,) —— Sp - (— 2,)* ade Gp+2%, 
je nachdem x gerade oder ungerade ist. Könnte nun für z<0d, (p—z;) 
— Öp+1 sein, so mülste zufolge (33.) 
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sein. Dieses ist nicht der Fall; denn keine niedrigere Potenz als d von der 
Öten Stammwurzel 3; giebt zu p den Rest — I, was auch d sein mag; und 
wenn d ungerade ist, giebt auch keine niedrigere Potenz als d nach (11.) 
den Rest —1 zu p: also kann r in 

30. (p—” = Öp-r 


für ken z< 0 weder --1 noch — 1 sein. 


I. Multiplieirt man nun (35.) mit (32.). so ergiebt sich 


op \0+3 

36. (P— 3)" = Gp—r: 
also kann auch keine Potenz von 9 — 3,5. deren Exponent >d und << ?d ist, 
zu p weder — I noch — 1 zum Rest geben. Mithin kann überhaupt keine 


Potenz von p— 2,5. deren Exponent >0 und <?2J ist, zu p denRest —1 
lassen; die Öte Potenz von P— x; lälst aber nach (32.) zu p den Rest —1: 
mithin ist » — 25 nothwendig eine 2Jte Stammwurzel; gemäls ( V1.). 
Bew. von VIlL K. Wenn für einen geraden Theiler d von p— 1 
nr. er SGp—1 
ist. so ist. die zweite Potenz genommen, 
38 =’ — Gp-1:; 
also kann alsdann dieses z eine te Stammwurzel 2; aus 1 zu p sein. 
Aber wenn 
39. O == Für 
und schon 
V. = Gp-l 


oder auch 
41. 2 Sp—1. 
also 2” — $6p--I ist. so ist & nicht eine dte, sondern in dem Falle (40.) 
schon eine zxte, und in dem Fall (41.) eine ?zte Stammwurzel aus I zu ». 
Dagegen giebt (40.),. vermöge (39.),. indem LJ —=4x ist. 
2. #—_ 2" — (Gt) = Spt; 
was der vorausgeselzten Gleichung (37.) widerspricht: also kann z für keinen 
Exponenten z, der in 40 aufgeht, eine zte Stammwurzel sein, sobald nach (37.) 
2 — (Sp—1 ist. 
L. Auch für kein anderes 2, welches in d nicht aufgeht, kann z eine 
zte Stammwurzel sein. sobald die Gleichung (37. ) stattfindet. Denn gesetzt es sei 
43. 0 = Nı+e 


wo et und < 2. so ist. wenn 3 eine zle Stammwurzel. also 
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4. = Gp-l 
wäre. 


45. 29 — gt Gp-1":° = Gp--z 
Selzi man nun ; 
16. 2°—= Gp-e. 
so ist. wenn & eine zte N/ammwurzel sein soll. also alle Potenzen mit Ex- 
ponenien e, die <z sind. nzcht den Rest I geben. © nicht — 1, und fole- 
lich. da. (46.) in (45.) geselzt. 
4%. 2? (Npn--: 
ojebt. in dieser Gleichung & wwch! —1. Dieses widerspricht der vorausge- 


setzten Gleichung: also kann auch für kein z. welches in d nicht aufeeht. 2 
eine zte Stammwurzel sein. sobald (37.) Statt findet. 
M. Eben so wenig kann für ein z. welches in 40 nicht aufgeht. x eine 


zte Stammwurzel sein: es sei denn, dafs z in d aufginge. Denn setz! man 


48. 1) =— Nx—-e, 
wo e 0 und <_z. so folgt. ganz wie in (L.). 
9. — Gprte 
Es mülste also, damit (37.) erfüllt werde, e —= —1 sein können. Dieses kann 


nun zwar. wenn z eine zle Stiammwurzel ist. in 


50. = Qp-+: (46.) 
allerdings der Fall sein, aber nach (1.) nur für e=4!7: denn nur 2” giebi 
nach (1.) &p— 1. Ist nun aber e=!z, so ist in (48.) 
1) — NXx--3X oder 
51. d = BEH- X, 


und 2 mufs in d aufgehen. Also kann auch für kein z. welches in 40 nicht 
aufgeht. x eine zte Stammwurzel aus I zu p sein: aufser wenn z in 0) aufeehl 
N. Es kommt mithin ner alleın auf die z an, die ın d aufgehen; nich! 
auf die z, nach (A.). welche in 4J aufgehen; und auch auf alle andern nicht 
Ist daher in der Gleichung (6.) für z—=4Jd,. r=— 1, und für keines 
der z. welche in Ö' aufgehen, o4ne Rücksicht auf diejenigen. welche in 4J 
aufgehen. weder # == -I, noch r— —1, so kann & für keinen niedrigeren 
Exponenten als d eine Stammwurzel aus I zu p sein. Für 2 d dagegen 
ist. wegen 2°’ = ($p — I, nothwendig 
32. = Gp-1: 
und folglich ist dann 3 nothwendig eine dte Stammwurzel aus 1 zu p: ge- 
mäfs (VII). 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII, Heft 2. i 


de) 
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O0. Ist nicht 2° — 6p— 1, sondern 


53. 32 — Sp-tr, 
so ıst 
2 mn Gp- r”, 
und r’ ist tun =-+1 für r—=-+1 oder r=— 1: also ist dann 2° nicht 


—- ($p 4-1, und folglich & necht eine dte Stammwurzel. 
Werden andrerseits nicht die übr:gen Bedingungen von (VIl.) er- 
füllt. so ist & ebenfalls n2cht eine dte Stammwurzel aus 1 zu p, wenn gleich 


2’ —(p—1 ist. Also kann nur, wenn Beides zugleich Statt findet: nemlich 
2’ —($p—1 ist, und die übrigen Bedingungen in ( VII.) erfüllt werden, 2 


eine Jte Stammwurzel aus I zu p sein. 


Bew. von VIIl. P. Geht d mit 4 auf, so sind d und 4 Ö beide gerade. 
Für jedes gerade Ö aber ist nach (1.), wenn x eine dte Stammwurzel aus I 
zu p ist. 

5 #2 Gp—1. 
Nun ist 
56. (pa — Gp-4(— a)" 
und. da auch Ad gerade ist, 
57. (pP = Gptt = Gp—1 0655.) 

Also kann dann p—x eine Ödte Stammwurzel aus 1 zu p sein; denn (57.) 
giebt (p— = Gp-1. 

Es läfst aber, wenn & eine Öte Stammwurzel aus I zu p ist, keine 
niedrigere Potenz 2“ von & als x’ weder den Rest -- I, noch, nach (1.), den 
Rest — I, sondern es ist 


8. 2" GSp--r, 
wo r nicht -—-1 oder —I ist. Dieses giebt 


folglich läfst auch von p— 2 keine niedrigere als die dte Potenz zu p den 
Rest 1. Daher ist p—z nofhwendiy eine Öte Stammwurzel aus I zu », 
wenn x eine solche ist; gemäfs (VI. «.). 


= 


0. Geht Ö mit 2, aber nicht mit 4 auf, so ist d gerade und 4) 
ungerade. Die Gleichung (55.) bleibt dieselbe; aber (56.) giebt jetzt 
60. p—z) — Sp— 2? = Gp-+1 (55.): 
also kann jetzt p— x eine }Öte Stammwurzel aus 1 zu p sein. Nun ist in 
(58.) r für alle x <o nicht +1; blofs für z=40d ist r=— 1: also ist 
jetzt in (59.) r für alle x <d nicht — I, und folglich ist p —z nolhwendig 
eine 4}Jte Stammwurzel aus I zu p; gemäfs (VII. b.). . 
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Bew. von IX. R. a. Wenn 2, eine dte und 2, eine eie Stamm- 
wurzel aus 1 zu p ist. so isl 
61. 2, = Gp--1 und 
2. = (ip-. 


€ 


\ 
\ 


und keine niedrigere Potenz von 2, als die dte. und keine niedrivere Potenz 
von z, als die ste giebt zu »p den Rest I. 
b. Aus (61.). so wie aus (62.). folgt. wenn man von (61.) die si 
und von (62.) die dte Potenz nimmt. 
63. == Gp-+1 ud 2" = Sp-i. 
also. Eins mit dem Andern multiplieirt. 





N 


64. (23) = Sp-1. 
Daraus folgt. dafs das Product 2,2, eine dete Stammwurzel aus I zu p 
sein kunn. 
ce. Geseizt nun, es wäre 2,2%, schon eine Ate Stammwurzel aus I zu p, 
wo << de, so dafs schon 
65. (2523, = Gp--1 
| wäre, dann aber keine niedrigere Potenz von 2,2, als die Ate zu » den Rest 1 
eäbe. so müfste 4 nolhwendig in de aufgehen; denn wäre es anders und 
66. de = ni-+o. 
wo 09 <T 4. So Wäre 
67. (2, = (352,) = (25,2,)*. (252, = (Öp+ 1)*(252,)° (58.) 


/ 
4 


—— (p- (35 2%,). 
und da die niedrigere Potenz ge als A von 2,2, micht Gp--1 ist. so wäre 
nach (67.) nicht (232,)” == &p- 1. Da dies der Gleichung (63.) wider- 
spricht, so kann in (67. und 66.) oe nur Null sein; mithin mufs A in de auf- 
gehen und folglich in (66.) 

68. de = xl 
sein 

d. Nun lassen nur die d, 20. 30. .... &dten Potenzen von 235. und 
nur die &, 2&, 38. .... Jsten Potenzen von z, zu p den Rest 1; keine der 
Potenzen mit zwischenliegenden Exponenten. Daraus folgt. dafs für kein 
Vielfaches. z. B. od. von d. wenn o<Te ist. für welches nach (61.) 

9. ep 
ist. zugleich in 


ri 5 — Gy 
0. = Gpre 
e— 1 sein kann. sobald d und & zu einander thetlerfremd sind. Denn da 
ı»” 
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z, nur mit Exponenten, die Vielfache von & sind, wie re, 2 — Sp--1 
sein kann. so müfste 00 =tre sein können: was nur dann der Fall ist. wenn 
Ö e und 7 ) ist. indem kein Theiler — I von e in d und kein Theiler 


| von d ine aufgeht, folglich € ganz in o und r ganz in d aufgehen mufs. 


Es ist also auch, vermöge (69. und 70.), in 


1. 2 — (5) me Öpe 
für ken 0 e und auch nicht für ein in e aufgehendes o, e=- 1. 
e. Auf gleiche Weise folet, dafs für kein o < d, auch nicht für ein 
in 0 aufgehendes o, in 
[2. IE 3,2) — (p-e 


e | sein kann. 
f. Es kann aber immer oJ oder oe ein Vielfaches von 4 sein, so- 
bald in (68.) z>>1 ist. Denn vermöge #4 == de (68.) muls z, oder irgend 


ein Theiler « von #, in d oder in & aufgehen: also ist immer. wenn man 


X uv Setzl, 
2 i ) er 
(3. vhı = —e ode =0d.—. 
u u 
, Ö € ° r ° . . 
wo. nächst v, oder — eine ganze Zahl ist, die durch 5 bezeichnet wer- 
U U ’ i 
den kann. Wäre 2 eine Stammzahl oder ohne Theiler. so wäre v = | und 
Ö € Ö E 
-6. oder o. gleich — oder —. 
U U e p.4 P4 
9. Nun giebt (69.) 
14. (232,7 2,2.) — (5p»--1 oder 
od. (2%, 2,2, = BprH+. 


Diese Gleichungen widersprechen denen (71. und 72.): also kann in (68.) z 
nich! ! sein. Wenn aber in (71. und 72.) #=e oder = ist. so giebt 


(71. und 72.) 


76. 3,523,)° —= Gp-+1 (64.). 
Dies ist (74. und 75.) gemäfs; wo dann in (73.) o—=0d oder &e, folglich 
u1.3 I und A = de ist. 


Also kann keine nöedrigere Potenz A, als de selbst, von 2,2, zu p den 
Rest 1 soeben: und folglich ist in (74.) das Product 2,2, und mithin auch 
vermöge (7.) r, sobald # > 1, nothwendig eine Öete Stammwurzel aus 1 zu p, 
wenn Öd und & zu einander Zheilerfremd sind; gemäls (IX.). 

Bew. von X. 8. a. Wenn 2; eine (Jte Stammwurzel aus I zu p 


ist und man setzt. wie in (8.). 
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u. A= ip-tr, 
so ist, zufolge der Eigenschaft der Stfammwurzeln für z— 1, 2,3, 4,....0—1 


r nicht gleich \; erst für 20 ist r—1. 
b. Istnun x eine Zahl. von welcher die Ate Potenz zu p die Ol 


Stammwurzel 2; zum Best lälsı. so dafs, wie in (9.), 


(8 = Öp-tz, 
ist, so giebt (77.),. wenn man darin aus (78.) 25 —= x’ — Gp setzt. 
Te RZ, _ . {4 I_ . -. 
ss & Spree, 
und folglich ist, vermöge («.), für die Exponenten A, 2A. 32. —1)7 
von x in (79.) r nicht gleich \\. 
ec. Nun giebt (79.), für eine beliebige Zahl u >0 <s. 
- ni u ” [ | wi eh id 
S0. X Gp-+ rat = ich. 
| Käme nun unter den verschiedenen Werthen von r in (77.) irgend ein Res! 
| 1. r— ir Sp 


vor, so wäre in (S0.) 

9 Wh IL pdi-u mu. i A. > 7 . 

32. Bat Öp+rt.rt = Öp-+r = Gp-+2, (78) 
also müfste, da p nicht durch &; theilbar ist, & mit 2, aufgehen, und es wäre. 
wenn man (82.) mit &, dividirt. 


83 2a Öp-, 


oder, da 2, = x” — &p ist (79.). 
Be 
d. Es ist aber der Exponent 2A — (A— u) O4, weil u ), und 


in (77.) z<0 ist: also gäbe eine niedrigere Potenz von x als 2” schon 





zu p den Rest 1, und folglich wäre dann x keine idte Stammwurzel aus I zu p. 
e. Ist dagegen unter den Resten # in (77.) keiner weder = x! — $p, 

noch =r’— 6p, =.ır’—Gp,.... = e’7!—6p, also auch nicht = ""— Gy 

so ist in (S0.) r x“ nicht — x* — $p--2;5: folglich findet die Gleichung ($2.). 

und mithin diejenige (83.) nzcht Statt, und folglich ist auch alsdann keine 

niedrigere Potenz von x als x“ gleich Gp--1. 
f. Ist z=0, so ist in (79.) 





S5. 2» — 2 — Spt, 
also 
> ee 
und folelich in (81.) 
ST. kA—u — 0 


und in (83.) 


Ss, x — (59 - 1° 
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aber keine niedrigere Potenz von & als =“ giebt 6$p--1. Mithin ist, wenn 
r weder = 2'— (ip, noch = 2° — 65», noch = 2’ — Gp, .... bis zu 
ri —(5p ist, z eine .Öte Stammwurzel aus I zu 9; gemäls (X.). 


$. 67. 
Lehrsatz. 


I. Wenn man für eine Öte Stammwurzel z, aus i zu p 


ee. == ER 5 PR N Ben W a 
N Zi» Le FAR a 0 08 0 6 Zs b) 2; unse ( p 1 (Tr. T,, T; » ve 0 T5s_ıs T, 
setzt, und es ist 4 irgend ein Theiler von Öd, so ist 
‘ ee u ar En a 3 
2. KIEFER + rn Op 


das heifst, die Summe der iten Potenzen der Reste r in (1.) geht mit p auf. 
il. Das Produet der Reste r ın (1.), mit p dividirt, läfst, wenn 


Ö ungerade ist, - 1. und wenn Öd gerade ist, —1I zum Rest; das 
heifst, es ist 

I. HH BT.... 5 = Gp-1, wenn d ungerade und 

4. HT... = Gp—1, wenn Öd gerade ist. 


III. Zu jeder Öten Stammwurzel z, (d =? ausgenommen) giebt 
es eine zweite Öle NStammwurzel x,, und nur eine, welche, mit jener 
multipleirt und das Product durch p dividirt, den Rest 1 giebt, so dafs 

I. 2% = Öp-+l 
ist. Die NStammwurzeln sind also immer zusammengehörige Zahlen 
für 1 zu p. 

IV. Das Product aller dten Stammwurzein, für jedes ö, das 
einzige Ö=N ausgenommen, für welches es nur die einzige Stummwurzel 
p—1 giebt, ist = Sp--1. 

Beispiele (Aus Taf. 1) Zul. Für die d=1?te Stammwurzel 
2; — 29 aus 1 zu p ist die Summe der Reste zu den lten, 2ten, 3ten,.... ten 
Potenzen von = N), ‚ 

6. 29-448 450-4721 60432413 + 11 + 14+40 +1 = 366 —=6.p, 
und geht also mit p aul. 

Ein Theiler 4 von Öd ist z. B. #4, und die Summe der 4==4ten Po- 
tenzen der Reste (6.) ist. wenn man die Zahlen r in (6.) in der obersten 
horizontalen Zeile der Tafel aufsucht und die zugehörigen Zahlen der werten 
horizontalen Zeile nimmt. 

7. 4#7+13+1+4 +13 1+4 +3 +1+47 +3 +1 = 244 = 4,p. 
Diese Summe geht also ebenfalls mit » auf; gemäfs (1.). 
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Zu Il. Das Product der Reste r in (6.) findet sich wie folet: 


29.45 = Gp +50; 90.0 — 11.— 1l= 6p460=Gp—1; —1.4 
— Sp —4=$p+14; 14.211=Gp- - 50.0 —1l.—1—Gp 11 
11.3? =6p-+147; 47.3 6p-1; 1.1—=Gp-il; 11. rg 132; 


32.40 —=Gp—I1; —I.+-1= Aa rn ist für das gerade d — 12 das 
Product der Reste r gleich 6» — 1; gemäfs (4.). 

Für das ungerade d—5 sind z. B. von der 5ten Stammwurzel 235 == ?0 
die Reste der 1ten, 2ten, 3ten, 4ten und ten Potenz, der Tafel gemäfls. 
r — 20, 34 9,58 und I. Ihr Product ist 20.34 = 6p -9; 9.9 —= Gp-+-20; 
20.58 Gp-1; 1.1=Gp-+ 1: also ist für das ungerade ) -—5 das Pro- 
duct der Reste r gleich $p-+ 1; gemäfs (3.). 


Zu III. Die d == IOten Stammwurzeln z. B. sind 3, 27, 41 und 52, 
und es ist 3.41=2.p-+1 und 27.52 = 1404 — 23.p-+-1; gemäls (111.). 

Die d — 15ten Stammwurzeln sind 12, 15, 16, 22, 25, 42, 56, 57 und es 
ist 12.56—672—=11.p+1l; 15.57—= 855 —14.p--1; 16.42 — 672 — 


I1.p--1 und 22.25 =550=9.p+1; gemäfs (II). 


Zu IV. Die d=5ten Stammwurzeln sind 9, 20, 34, 58. Ihr Product 
ist 9. W—= 6p—3; —3.34 — 6p— 4 = Gp-+%; 0.58 — — 4. — 
—123—=(%p-+1; gemäls (IV.). 


Beweis von I. A. Nimmt man von (1.) die Summe der Aten Po- 


tenzen. so ergiebt sich 
2.2. 7 +. IM —.. Du. i ai ALL | A 
8. 2,42, 72, +2 ER Gp+r, tr, rn; u 
Aber es ist, vermöge Hi a der Stammwurzeln, 


wc 2° — Öpy-+1 und 2? — Gp-1, 
also, da s=(6p-+r, sein soll, 
we er 
Dies in (8.) gesetzt, giebt 


4 A | „31 4 ur : en a ra ’w- un 
2,42%, 173% +25. ac +6p-1 =Nn+n Tr, t LEERE r;_ | 1. 





B. Nun ist 
nl 
12. tete I; 
wie erhellet, wenn man diese HaRE mit 2;— 1 multiplicirt. 
at ..6p 








Aus (9.) ist 232 —1 —=(5p, also und es muls, da p 


1 1 
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nicht mit 2;- 
B) 
2, —1 
13. —— = 6p 
2 —1 





Dieses giebt in (12.) 


Form. 1 


2 


3 — 24, 





I aufgeht, 65 mit 3,— 1 aufgehen und folglich 





an (9 p 


der, da 1=r/ ist (10.). 


+1T, — (Sp; 


D. Multiplieirt man die Gleichungen (1.) mit einander, 


..s Eu rs 


u... "5_ı rs 


no... ir rs ® 


14. 1+- Ss +2. 427 4... 230708 
undın (1 1.) Gp- (pP — r+r} er nz ri # 1, 0 
Te: Für | 
wie (1.). 
Bew. von 11. 
so ergiebt sich 
16 Kg 2, Sıotrnr. 
der. da 2‘ (p»--1 (9.) ist. 
17 iii a Gp-r,rzr; 
oder 
er. Henn 
a. Ist nun d ungerade, also d—1 gerade, so giebt (18.). wegen 
Re Sp-+1 (9). (Sp)! Pd—= Gp-rirr;. 


19. ee Gp-1; 
vemäls (9.) 
b. Ist d gerade, also d—1 ungerade, so ist 3’ — &p—1 ($. 66.1.): 
also giebt dann (18.) (Gp— 1)" — Sp—-rır,rz,....r, und, d Od —1 
ungerade ist. 
2. ff, ....78 $p—1: 
oemäfs (4.). 
Bew. von Ill, E. Gemäls ($. 47.1.) giebt es zu jeder der Zahlen 
21. % 2,3 
eine zweile. von z, verscheedene Zahl z, aus derselben Reihe. und nur eine, 


für welche 


22. 3% = Öp-i 

Is! 
F. (22.) giebt für jeden beliebigen Exponenten 

23. ” — Sp-. 
Ist nun 3, eine Jte Stammwurzel aus I zu p, so ist vermöge ihrer Eigen- 
schaften. wenn man 

24. = Öp-e 
seist, se für mel, 4, 3, .... 





.rs oder 


0 -—I nzcht —= |. für z==d aber nothwendig —1. 
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G. Setzt man andrerseits 
25. ” — Öp-te. 
so ist aus (24. und 25.) 
%6. 13, = (Öp--e)(&p-+e) = Gp-ee 
und vermöge (23.) 
2. ee —= Öp-1. 


H. Da nun nach (F\) e für = 1,9, 3,4....0—1 nicht — 1 ist. 
so kann auch gemäfs (27.) e für = 1,1, 35,4 ....0— 1 nicht —1 sein: 
denn wäre &=—= I! für eines dieser 27. so wäre ee nich! Sp» -I, wie es 
sein soll. sondern = $p--e 

Da ferner nach (F.) für 2 0d, e nothwendig | ist. so ist auch 
vermöge (27.) für z—=0d, & nothwendig — I; denn wäre & nicht = I. so 
wäre nicht ee= G&p-+-1, wie es sein soll. sondern = $p- & 

I. Es mufs also in (25.) für ze 1,1,3,4 ....0—1,e nicht — | 


und für 20, e gleich | sein, und deshalb ist x, nothwendig eine dte Stamm- 
wurzel. wenn 3, eine solche ist. Mithin giebt es nothwendig zu jeder Jten 
Stammwurzel 3, —= 3; eine zweite 3, — 5, Welche, mit jener multiplieirt und 
das Product durch p dividirt, den Rest I giebt. 

K. Und zwar giebt es nur eine solche: denn gäbe es eine zweite z,. 
für welche 

23. 3,5 Öp-1 
wäre. So wäre 
29. aus (22) 3,%3% = Öp-+3; 
30. und aus (28) 3,23 = Öp-+2.. 

Da (29.) und (30.) sich widersprechen, wenn nicht 3, 2, ist, so kann es 
keine zweite zu 3, gehörige Stammwurzel geben. 

Dieses zusammen ist was (I1l.) behauptet und es folgt, dafs die Stamm- 
wurzeln zusammengehörige Zahlen für I zu p sind. 

Bew. von IV. L. Wenn z, eine der Öten Stammwurzeln aus I zu 
p ist und man setzt 

31. #3 Gp-+r,. 

so sind nach ($. 60. II.) die Reste r für diejenigen Exponenten <, welche zu 
ö theilerfremd sind, alle die Öten Stammwurzeln z; selbst. 

Bezeichnet man also die zu Öd theilerfremden x durch x,, %, 2;- 
und die in (31.) zugehörigen Reste durch r,., r,. r,. ..... so dafs für ergend 
eine der Jten Stammwurzeln 2; 
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a Ai | 
2. = Öp-+r,; 
_ TE 4. 
32. 2; = Öpın, 
Si en Sp-+- r; . 


ist. so sind die r in (32.) alle die dten Stammwurzeln 2; selbst. 
M. Multiplieirt man nun die Gleichungen (32.) mit einander. so er- 
oiebt sich 


33, zei 2,17%, +74, +++.» En Sp I-r,r, r;r, Gt | 
Nun geht aber nach ($. 65. II.) die Summe 4, -+2%--3-+2,..... aller 


zu der Zahl Ö theilerfremden Zahlen, d —= 2 ausgenommen, mit Ö auf, also 
siebt (33.) 

34. 269 — Öpy+rtlzti.e 
und da vermöge der Eigenschaft der Stammwurzen 2! —=&p--1,. also auch 


30° — $p--1 ist, so giebt (34.) 


35. rt. ee Bot; 
das heifst: das Product aller dten Stammwurzeln 7,, r,, r,. r,,...... aus | 
zu p ist = &p--1. Ö== 7 ist ausgenommen, für welches d es nur die eine 


Stammwurzel »— I giebt. 

Anm. N. Immer, wenn bewiesen werden soll, dafs x z.B. eine dte 
Stammwurzel aus | zu der Stammzahl p sei. ist nicht zu übersehen, dafs 
deshalb. weil etwa sich findet. die dte Potenz von & durch p dividirt lasse 
den Rest I, das heifst, die Gleichung 2’? — 6&p--1 werde erfüllt, z noch 
keineswegs nofhwendig eine Öte Stammwurzel aus 1 zu p sei. Es muls viel- 
mehr immer noch besonders bewiesen werden, dafs keine nzedregere als die 
Jte Potenz von 2, durch p dividirt. den Rest 1 läfst; denn dies ist die zwerte 
Bedingung für Stammwurzeln. 


$. 68. 
Lehrsatz. 
. —3 ist Quadratrest zu allen Stammzahlen p==6bn- | und 
Nichtquadratrest zu allen Stammzahlen p—bn—.1. 


Il. --3 252 Quadratrest zu allen Stammzahlen y= I!n+1 und 1In—1 
und Nichtquadratrest zu allen Stammzahlen p—= 12!n—+5 und 1I9n — 5. 


III. Setzt man für die Stammzahlen p = 6n--1 
I. zZ — Gp— 5. 
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wo 2 die beiden Werthe u und p—z hat, so sind die beiden dritten 
Stammwurzeln x, aus | zu p: 


2. 1 = 4(2—!) ode !p—z2—1) und 
3. 9 =p-—Yt(z-+1) ode 4p-+-z—I1). 


IV. Die beiden sechsten Stammwurzeln x, aus 1 zu p send 
um I gröfser, also 
4. x = 


». XL =p— 
Beispiele. Zu I. und Ill. Wie aus der Tafel im ten Bande dieses 


f 


z-1) oder p—z-+1) und 


(p--z--1 


l 
2 
L/ 
4 


DT 


z—1I) oder 


Journals S. 36 — 53 zu ersehen, ist 


\} 2 Ouadratrest zu p= >» 7131931574361 67 7379 9 2.2... 60 +1, 
06. . 2 und Nichtquadratrest zu p= 111725294147 53 59 7185 89 101 2.2... = 6n—1, 
3. +3 ist Ouadratrest zu EEE ai) Be 5 Br 1. © 5 7 Be 75 2 

1, und Nichtquadratrest zup= 5 717192431 41 43556779 89101....=1?n+5 


Zu Ill. 1. Nach Taf. I. ist 7’ = $p--55=Gp—3 und 34 
$p-+-585—= &p—3, also hat für p=bl=bn--I, z in (1.) die beiden 
Werthe 27 und 34. 2==?77 giebt nach (2. und 3.) 2, == 197 — l)=13 
und 2, =61— 17 --N)—=6b1l—14=47; z==354 giebt ebenfalls x, — 
161 —34+— 1)= 13 = x, — 1/61-34—1)=47, und 13 und 47 sind. 
wie die Tafel zeigt, die beiden dre/ten Stammwurzeln aus ! zu p. Die beiden 
sechsten Stammwurzeln aus 1 zu p, der Tafel nach i4 und 45, sind um I gröfser. 

2. Für p=# ist 13°’ — 6p 40 = 6p—4 und 30 — GP +-W= 
&p— 3: also hat hier z ın 1 die beiden Werthe 13 und 30. 2 == 13 giebt 
nach er und 3.) z,=4(13—1)=6 und 2, = 43 —4(13-+1) =43—7= 36, 
und 2 ==30 giebt x, = 4(43 — 39 —1)=6 und 2, = 4(45-- 30 — I) = 36. 
und 6 und 36 sind die beiden dr’tten Stammwurzeln aus I zu p. Die bei- 
den sechsten Stammwurzeln aus I zu p sind 7 und 37, also um I gröfser. 

Beweis. 4A. Für die dritten NSlammwurzeln aus | zu p ist 

. © = Öy-+1. 

Von den drei ganzzahligen Werthen —>0O und <p, welche x für diese 
Gleichung nach ($. 54.) haben kann und von welchen «= I einer ist, sind 
nothwendig die beiden andern, > I, dritte Stammwurzeln aus | zu p, weil 
die zwe? Zahlen 1 und ? mit 3 keinen Theiler > I gemein haben und also 
nach ($. 63. I.) zwei Stammwurzeln, folglich zwei Werthe von & > 1 Stat! 
finden müssen, die der Gleichung (7.) genugthun, und die also die Sihlten an- 
dern ganzzahligen Wurzeln der Gleichung (7.) sind, welche es aufser = 1 
geben kann und hier also geben mu/s. 


20 * 
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B. Die beiden Wurzeln, > 1, von der Gleichung (7.) sind diejenigen 

der Gleichung 
S, ı+-24+1= Öp; 
denn (7.) giebt 
9. #—I= (7-1) +2-+1) = 6p, 

und dieser Gleichung wird zunächst durch z—- 1 und dann durch die beiden 
Werthe. welche x in (8.) haben kann, entsprochen. 

©. Löset man nun die quadratische Gleichung (8.) auf die gewöhn- 
liche Weise auf, so ergiebt sich = — 4 +y(4— 1--G&p) oder 
—1+y(6p —3) 


) 


_ 


Diese beiden Werthe von x, welche (10.) ausdrückt, sind also die beiden 


10. ec 


dritten Stammwurzeln — 1 aus 1 zu p. 

D. Geht nun »y— 1 mit 3 auf, und mithin, da p— I immer gerade 
ist und folglich zugleech mit 2 aufgeht, mit 6 ($. 26.), so dafs p von der 
Form p=- bn--1 ist, so giebt es no/hwendig ganzzahlige dritte Stammwur- 
zeln aus 1 zu p; denn es giebt deren nach ($. 58. 1.) für jeden Theiler Ö 
von p— I, also hier auch für d—=3. Daraus folgt. dafs der Ausdruck in 
(10.) von x ganze Zahlen geben mufs. 

E. Dieses aber ist nicht anders möglich, als wenn $&p» — 5 ein Quadrat 
und folglich —3 ein Quadratrest zu p ist. Denn wäre $p—3 nicht ein 
Quadrat, für kein &, so wäre &p— 5 eine ?rrationale und folglich x keine 
ganze Zahl. Also mufs nothwendig nach (1.) 

11. "= 67—3 
und also in (10.) 


A ee. m 


sein 

F. Mehr, als dafs &p — > ein Quadrat 2 sei, ist aber auch in (10.) 
nicht nöthig,. um die beiden Werihe von © zu ganzen Zahlen zu machen. 
Denn der Gleichung (11.) thut auch ebensowohl »y — x als x ein Genüge; also 


ER 2 —1i1+t:r. 
ist auch in (10.), ebensowohl wie in (12.), = —= -— > ist. auch 
—1+(p— 
1 2 — idee 
Ist nun 2 ungerade, so sind in (12.) 2 I und —z — I=—(z--1) 


beide gerade, und folglich sind x zwei ganze Zahlen. Ist z gerade, so ist 
p— x ungerade, und es folgt auf dieselbe Weise, dafs dann die x in (13.) 
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zwei ganze Zahlen sind. Es gilt (12.) für den ungeraden, (13.) für den 
geraden Werth von 2; und so geben denn auch die beiden Gleichungen (12. 
und 13.) nicht etwa ver verschiedene Werthe von x, sondern nur dieselben 
zwei Werthe. Denn ist in (12.) z ungerade, so mufs man für (13.) den 
geraden Werth von z nehmen, welcher p—2 ist, und dadurch redueirt sich 


—1+ ( 2) —1+3: ' 
(13.) auf 2 —= ki ie Er — ——,„ welches Dasselbe wie ( 12.) ist. 


>» 
Ist in (13.) & gerade, so mufs man für (12.) den andern, ungeraden Werth 
von & setzen, welcher y— 2 ist, damit so alle verschiedenen Werthe in Rech- 


—1+{p—>) 











nung kommen; und dadurch redueirt sich (12.) auf 2 — 
Dasselbe wie (13.) ist. 


- welches 


5 


Bis hierher folgt also. dafs für Stammzahlen » = bn--1. — 3 noth- 
wendig Quudratrest sein mufs und dafs dann 
14. z,= 4(z2—1) oder !(p—2—I) 
und 2, —= —4(2-+1) oder —4(p—x--1), oder, was dasselbe ist. 
15. 3 = p—!z-+1) oder p—4(p—z-1) = 1(p+z—1) 


die beiden dritten Stammwurzeln aus 1 zu » sind; wie es (1.) und (I11.) behauptet. 

G. Ferner sind die 6ten Stammwurzeln z,. aus I zu p, da 3 eine 
Stammzahl ist. nach ($. 66. VI.) =p— 2. Man findet sie also, wenn man 
die x, (2. und 3.) von p abzieht. Dieses giebt die Ausdrücke (IV. 4. und 5.) 
von 2,. Die sechsten Stammwurzeln aus 1 zu p sind. wie (4. und 5.) zei- 
sen, um 1 grölser als die dritten. 

HA. Ist » von der Form 62 — 1. so geht y— 1=6bn— ? nicht mil 
3 auf. und folglich giebt es für y„=bn— I keine dritten Stammwurzeln aus 


I zu ». Es gäbe aber dergleichen vermöge (10.), wenn —, auch für die 
Stammzahlen p=bn— I Quadratrest wäre. Also kann —3 für solche 


Stammzahlen ken Quadratrest sein. Und da nun jede Zahl entweder Quadrat- 
rest oder Nichtquadratrest ist. so ist — 3 für alle Stammzahlen p —= 6n — I 
nothwendig Nichtquadratrest; gemäls (1.). 

I. a. Nach ($. 50. 1.) sind für Stammzahlen p—=4#n--1, für welche 
also »—1 mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der positiven und der ne- 
gativen Quadratreste dieselben. Nun ist — 3 Quadratrest zu den Stammzahlen 
p=bn-+1 (I), für welche p— I mit 6 aufgeht. Geht also p—1I mit 4 
und mit 6 zugleich auf, so ist auch -3 Quadrafrest zu p. _Jenes ist der 
Fall für y=1N2n-- 1; also ist zu den Stammzahlen p = 1?n-+1, + 3 Qua- 
dratrest; gemäls (11.). 
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b. Eben so sind nach ($. 50. 1.) für Stammzahlen y—=4n--1I, für 
welche also p—1 mit 4 aufgeht, die zeöchenfreren Werthe der positiven und 
der negativen Nrchtquadratreste dieselben. Nun ist — 3 Nichtquadratrest zu 
den Stammzahlen p—=6bn—1 (1), für welche p--! mit 6 aufgeht. Geht also 
p— 1 mit 4 und zugleich p--1 mit 6 auf, so ist auch —- 3 Nichtquadrafrest 


zu p. Jenes ist der Fall für y==I!n--5: also ist zu den Stammzahlen 
p IIn--5. +3 Nechtquadratrest; gemäfs (11.). 

e. Nach ($. 50. II.) sind für die Stammzahlen y—=4n —1, für welche 
p- ti mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der negativen Nzchtquadrat- 
reste die posiliven Quadratreste. Nun ist nach (1) —3 Nichtquadratrest 
zu den Stammzahlen p = 6r—1, für welche p-- I mit 6 aufgeht. Geht also 
p— 1 mit 4 und mit 6 zugleich auf. so ist --3 Quadratrest zu p. Jenes 
ist der Fall für p = I2n—1: also ist zu den Stammzahlen p = I?n — 1. 

3 Quadratrest; gemäfls (1.). 

d. Endlich sind nach ($.50. II.) für die Stammzahlen p—=4n — 1. 
für welche p-- I mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der negativen Quu- 
dratreste die positiven Nöchtquadratreste. Nun ist nach (1.) —3 Quadrat- 
rest zu den Stammzahlen p =br--1, für welche also »— 1 mit 6 aufgeht. 
Geht also »-+-1 mit + und zugleech p— I mit 6 auf. so ist +3 Nchtqua- 
dratrest zu p. Jenes ist der Fall für p = 12?n—5: also ist zu den Stamm- 
zahlen p= 1I2n—5, --3 Nichtquadratrest; gemäls (11.). 

Zweiter Beweis von I. und Il. K. Nach dem Gegenseitigkeits- 
geseize fur Quadratreste ($.49. 11.) sind zwei Stammzahlen p und y zu 
einander zwglerch positiver Quadratrest oder positiver Nichtquadratrest, wenn 
p und g nicht beide von der Form 4n— 1 sind; und zugleich positiver Qua- 
dratrest und positiver Nichtquadratrest. oder umgekehrt, wenn beide von der 
Form 4+n— I sind. Nach (49. 1.) aber ist, wenn z. B. p Quadratrest zu q 
ist, also in ($.49. 1.) die Stelle von r einnimmt, 

16. pP — Gy-+ 1, 
und wenn » Nöchtquadratrest zu g ist. also in ($.49. 2.) die Stelle von o 
einnimmt. 
17. pe — ig. 
Also im Fall » und g wicht beide von der Form 4r — I sind, ist nach dem 
Gegenseiligkeitsgesetz : 
15. Zugleich pP» = Gg-I und gr $p--1 und 
19. Zugleich pP»? — &y—1 und ge Gp—1. 
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Sind » und g beide von der Form 4n— 1, so ist 
20. Zugleich pP") = Gg-1 und KPD — Gp—I und 
21. Zuglech pP” — Gy—1 und I) — Gp-1. 

L. Nun ist die Zahl 3. von welcher man wissen will, zu welchen 
Stammzahlen p sie Quadratrest oder Nichtquadratrest sei, ebenfalls eine Stamm- 
zahl: es gilt also von ihr, p gegenüber, das Gegenseitigkeitsgesetz und man 
kann sie statt y setzen. Dieses giebt 

a. In (18.) 

2. perV —=p = 6.341: 
also, wenn zunächst p von der Form 3&--1 oder 3n +-1 ist, so ist nach (18.) 
zugleich 37) — &p+-1, und folglich ist nach ($. 49. T.) - 3 Quadratrest 
zu p. Aber es kommt für (18.) zugleich darauf an, dafs p und g nicht beide 
von der Form 4+rRr— I sind. Hier ist 3—=g von der Form 4n — 1, also gilt 
(18.) nur, wenn p von der Form 4r--1 ist. Mithin mufs p zugleich von 
der Form 3n--1 und von der Form 4n--1 sein, folglich von der Form 
I2n-+-1, wenn +3 Quadratrest zu p sein soll. 

b. Setzt man in (19.) 3 statt g, so ergiebt sich 

23. pP ep = G.3—1: 
also, wenn zunächst » von der Form 3& — I oder 3n— I ist, so ist nach 
(19.) zugleich 37 —&p—1 und folglich +3 nach ($.49. 2.) Nichtqua- 
dratrest zu p. Aber es mufs wieder, wie vorhin, p zugleich von der Form 
+4n+-1 sein, weil 9g—= 5 von der Form 4r — I ist und, wenn (19.) Statt 
linden soll, » und 4 micht beide von der Form 4n— 1 sein dürfen. Also 
mufs » von der Form 3n— I und zugleich von der Form 4n-- I, also von 
der Form I2r--5 sein. wenn --3 Nichtquadratrest zu p sein soll; denn 
zu 12%--5. 1 addirt, geht mit 3. und I davon abgezogen. geht mit 4 auf. 

c. Setzt man 3 statt g in (20.), so ergiebt sich 

24 pErI —=p = G.3-H1, 
also. wenn zunächst » von der Form 3n--1 ist, so ist nach (20.) zugleich 
3 —&p—1, also nach ($. 49. 2.) -—3 Nichtquadratrest zu p; aber 
nur insofern » zugleich, eben wie =3, von der Form 4n— 1 ist; der 
Bedingung für (20.) gemäfs. Wenn also » von der Form 3n-+-I und 4n—| 
zugleich ist, so ist +3 Nichtquadratrest zu p. Dieses giebt die Form 
12% — 5; denn 1 davon abgezogen geht mit 3, und I dazu addirt. mit 4 aul. 

d. Setzt man endlich 3 statt q in (21.), so ergiebt sich 
5. Er ey — G3—1, 
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also. wenn zunächst » von der Form 3n— I ist, so ist nach (21.) zugleich 
3307) — &p--1, also nach ($. 49.1.) +3 Quadratrest zu p; aber nur 
insofern p zugleich, eben wie g—=3, von der Form 4n —1 ist; der Bedin- 
oune für (21.) gemäls. Wenn also p von der Form 3n—1 und 4n— 1 
zugleich ist, so ist 5 Quadratrest zu p. Dieses giebt die Form I2n —1: 
denn. I dazu addirt,. geht mit 3 und mit 4 auf. 










e. Zusammen also ist nach (a. und d.) und nach (db. und ce.) 





26. +3 Quadratrest zu p, wennp von der Form I?n--1 oder IQ” — 1 ist und 





27. 1-3 Nichtquudratrest zu p, wenn p von der Form 12r --5 oder 19” —5 ist: 


oemäfs (11.). 
M. Zu welchen Stammzahlen », —3 Quadratrest oder Nichtquadrat- 






rest sei. kann man auf den Grund dessen, was so eben für —3 gefunden 





worden ist, aus dem Lehrsatze ($. 50.) abnehmen. 





a. Nemlich, nach ($. 50. 1.) sind die zezchenfreren Werthe der posi- 
tiven und negativen echten Quadratreste und Nichtquadratreste für alle Stamm- 
zahlen p —4n--1 dieselben. Von der Form 4n ;-I sind in (26. und 27.) 
die Formen I?n--1 und I2n--5. Also ist zup=INn--I. eben wie +3, 
auch —3 Quadratrest, und zu p—= I2n--5. eben wie - 3, auch — 3 Nicht- 
quadratrest. 

b. Nach ($. 50. II.) geben für alle Stammzahlen y =4n— 1 die po- 





sitiven Quadratreste die zeichenfreien Werthe der negativen Nichtquadratreste und 
die positiven Nichtquadratreste die zeichenfreien Werthe der negativen Quadrat- 
reste. Von der Form 4n—1 sind in (26. und 27.) die Formen 1?n— 1 


und I2r—5. Also ist zup=1I2n—1, —3 Nichtquadratrest und zu 
p— I2n—5, —> Quadratrest. | 

c. Zusammen also ist zufolge (a. und db.) —3 Quudratrest zu p — | 
In. I und zup= I2n—5,. und Nochtquadratrest zu p—12n--5 und 


p I?r—1. Die Form 6n--1 drückt. wenn man ?n und ?n—1 statt n 
setzt, I2n--1 und 6(2Rr— I)- 1=1?In—1 zugleich aus. Eben so drückt 
die Form 62 — I. wenn man ?In--1I und In statt n setzt. 6(?n-+1)— 1 
— INNn—5 und 1?2rn— I zugleich aus. Also ist, kürzer: 


28. — 3 Quadratrest zu p, wenn p von der Form 6n --1 ist und 
29. —53 Nichtquadratrest zu p, wenn p die Form 6n—1 hat: 


eemäfs (1.). 
Man kann indessen die Resultate für —3 auch wie folgt direct aus 


dem Gegenseitigkeitsgesetz entnehmen 





















15. Encyhlopädie der Zahlentheorie. $. 69. Form. 1.u.2. 161 


N. Da 9=3 von der Form 4r—3 ist, so gelten (18. und 19.) 
nur für p=4n-+1, und (20. und 21.) nur für p =4n—1. 

a. Ist nun p—=4n-1, so ist Up —1)—=14.4n—?2n eine gerade 
Zahl, also ist (— 3) PP — (-- 37V, Für die p, welche die Korm 4n-1 


haben, kann man also — 3 slalt --3 setzen: also zu allen den p =4n -1, 
zu welchen ---3 Quadratrest oder Nichtquadratrest ist, ist es auch —3. In 
(L. a.) ist p=4n-1, und +3 ist Quadratrest zu p == 12n--1, also ist 
auch —3 Quadratrest up = 12!n--1. 

In (L. db.) ist p—=4n--1 und -—- 3 Aöchtquadratrest zu p — 1?n 4-5, 
also ist auch —3 Nichtquadratrest zu p = 12n--5. 

b. Itp=4n—1, so ist 4(p—1)=14(4n— 2) =?In—1 eine un- 
yerade Zahl, also ist (— 3)?" = — (--3):P=V, und folglich ist, wenn (-1-3)}7-" 


—-&p-+1 ist, (— 3) —=Gp—1; und umgekehrt. Zu allen p=4n—1 
also. zu welchen +3 Quadratrest ist, ist — 3 Nichtquadratrest; und umgekehr! 

In (L. e.) ist p=+n —1, und --3 ist Nichtquadratrest zu p—= 12n—5: 
also ist —3 Quadratrest zup=1N2n—5. 

In (L. d.) ist p=4n—1, und --3 ist Quadratrest zu p—= 1In—1: 
also ist —3 Nichtquadratrest u p—=12n—1. 

c. Zusammen also ist hier nach (a. und &.) —3 Quadratrest zu 
p=1?n-+il und p=12n—5 und Nichtquadratrest zu p=1In--5 und 
»—12n—1; eben wie in (M. e.). 

Anm. ©. In (B. und CE.) kommt eine Anwendung der Auflösuns 
einer gewöhnlichen algebraischen Gleichung auf einen Zahlensatz vor; in dem 
zweiten Beweise eine Anwendung des Gegenseitigkeilsgesetzes. 


S. 69. 
Lehrsataz. 


I. +5 ist Quadratrest zu allen Stammzahlen p—= On -+-1: 
jedoch nicht zu diesen allen. Es ist also, wenn man 
li. ?= 6p-5 
setzt, wo z die zwei Werthe z und p—z oder +z und —z hat, z eine 
ganze Zahl >O <p—1. 


li. Ferner ist dann auch für die beiden Werthe von z in (1.) 
2. 2z2—10 Quadratrest zup, für p=10n-+1 


be) 


nicht aber für andere Stammzahlen; so dafs also, wenn man für die 
beiden Werthe von z, hier für p=10n-+1. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 2. 21 
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3. Y = 6p-+-2z— 10 
setzt, wo y wiederum zwei Werthe y und p—y oder —-y und —y hat, 
für jeden der beiden Werthe von z, also zusammen vier Werthe, auch x 
eine ganze Zahl —>VO und <p—1 ist. 


Il. Die vier fünften Stammwurzeln aus 1 zu p sind 


1. =, > A y 





“ 
J 


wenn man jeden der beiden Werthe von z in (1.) je mit den beiden zu 
den andern Werthen von z gehörigen zwei Werthen von y in (3.) 
verbindet. 


IV. Die vier zehnten Stammwurzeln aus | zu p sind 


d. Xu = P—X,. 
Beispiel. Es sei p—=6l, so ist nach Taf. I. für (1.): 
6. 2 26 und —-35 =p—%, also = 426 und — %. 

Dieses giebt in (3.),. Taf. I. zufolge, 

ty 6p-2.16—10 = Gp-42, also y=15 und 465 —=p—15 oder 
y—=--15 und —15 für = +6, und 

Ss. y’—= 69—2.26 — 10 = Gp--60, also y=11 und =p—11 oder 
y=+ll und —1l für = —%. 


Die beiden Werthe von y für den Werth --26 von z sind also --15 und — 15, und 
die beiden Werthe von y für den Werth —?26 von z sind +11 und —11. 

Dieses giebt zufolge (I1l.) für die vier Werthe von z;: 
Sp—1+%+1ll __ Gp+36 














_.ı_ 9 
! =, 2 2 J, 
5p—1+236— 3 2. - 
2 2 — Gr-1+H—1 _ Gp+i4 _ 261414 1386 34. 
4 4 4 4 4 
Js = Ik _L - 2 _ 4: 4 __ 14 939 
3 = mm S p 2647 - | e 2 5 Sp —— 12 nn 4.61- 12 nn ee 232 een >8 4 
f 4 2 4 
4 ge sr BE 26—15 Gp—2 2.41— 2 a SO = > 
Re er se ae ara 


und 9, 34, 58 und 20 sind, wie Taf. I. zeigt, die vier fünften Stammwurzeln 
aus 1 zu ». 
Nach (5. 10.) und nach (9.) ist 
10. p—r—=6bl1—-9—= 52, 61-34 = 7%, 61—58—=3 und 61—W—= 41, 
und 52, 27, 3 und 41 sind, der Tafel zufolge, die vier zehnten Stammwur- 
zeln aus 1 zu p. 
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« 


Beweis. A. Für die fünften Stammwurzeln aus 1 zu p ist 
11. == 6p-i. 

Von den fünf‘ ganzzahligen Werthen >0O und <p, welche = für diese 
Gleichung nach ($.54.) haben kann, und von welchen z=1 einer ist, sind 
die vier andern, — 1, nothwendig die fünften Siammwurzeln aus I zu p, 
weil vver Zahlen 1, 2, 3 und 4 mit 5 keinen Theiler —1 gemein haben und 
also, sobald p—1 mit 5, oder, weil p—1 immer gerade ist, mit 10 aufgeht. 
und folglich » von der Form 10% --1 ist, nach ($.63.1.) vier Stammwurzeln 
und folglich ver Werthe von € > 1 Statt finden müssen, die der Gleichung (11.) 
senugihun und die also die vzer andern ganzzahligen Wurzeln der Gleichung (11.) 
sind, welche es aufser 2 == 1 geben kann und für p=- 10n--1 geben mufs. 

B. Diese vier Wurzeln der Gleichung (11.) —> 1 sind die der Gleichung 

12. ++ {r1= np; 
denn (11.) giebt 
13. #—-1= (re —-N)ae+r+2-2+1) = Gp, 

und dieser Gleichung wird durch z — 1 und dann durch die vier andern 
Werthe, welche x in (12.) haben kann, entsprochen. 

C. Dividirt man (12.) durch =°, so ergiebt sich 


. | Er m 
13 | | SaE 
14. zT u; Zu 1 = = 7 = 2 «pP. 
Setzt man hierauf 
. 1 
15. 27 = 
u u "RE u | 
welches «= r’-+2 TaBr also 2° -- z=u—? giebt. so ist (14.) soviel als 
u" — 2)+u+1l = r:P oder 
> p) m 
. 16. wW“+u—1 = za P- 
D. Löset man diese Gleichung zweiten Grades auf die gewöhnliche 
” ’ / m 
Weise auf, so findet sich #« —= —4+Y (}- 1 — mp) oder 
4m 
„g  WRZEERBE a. 
17. zu a Ir] (5 r? .p). 
Ferner giebt (15.) &-+-1=wur oder 
18. z—ur-1=0. 


Löset man auch diese Gleichung zweiten Grades auf, so findet sich © = 
A\u+y(tiu®—1) oder 
19. 42 = u + y(tu — 16). 


21” 
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und hierin den Werth von 2w aus (17.) gesetzt, 

’ ER 4m - 4m 

4x 1+] (5-5 — .p)#V IE: 2/(5 — .p) -} 5.916] oder 

“ / 4m et 
+6 -»)#] [— 9 10#2(5— 3 :p)| 
E. Nun mufs dieser Ausdruck von x nothwendig für p = 1W!n-+1 


wer ganzzahlige Werthe geben, weil dann vier ganzzahlige Stammwurzeln 
x — 1 aus 1 zu p Statt finden. 


2 ), L - B Zu 











Dieses ist zunächst nicht anders möglich, als wenn das unbekannte 4m 
(14.) mit x’ aufgeht; denn wäre das nicht der Fall, so wäre in (20.) 


- 4n . : Su 0 M 
| (5 — e- eine Arrationalzahl, oder doch ein Bruch; und Ähnliches wäre 
> Br m 4m 4m. ' 
| I -10#2] (5- »)]; Es mufs also — —, irgend eine yanze 
Zahl 6 sein. Dadurch redueirt sich (20.) auf 
4. — Zt GN EYIEP—10F2YEP+] 


4 

F. Aber auch hier kann & nicht anders eine ganze Zahl sein, als 
wenn 6p--5 irgend ein Quadrat z°, also nach (1.) 

2. = 6p+5 

ist; denn wäre das nicht, so wäre wieder in (2.) y(&p--5) eine Irrational- 
zahl und [Sp — 10 F2yY(Gp--5)] wäre es ebenfalls. 

Dadurch redueirt sich dann (21.) auf 

0 2 —_ ZttstVGP—10F22) 
+ . 
@. Hier ist wiederum aus denselben Gründen nöthig, dafs auch 





GSp—10F?2z, oder, da für z in (22.) sowohl --2 als —z gesetzt werden 
kann, G$p--22— 10 irgend ein Quadrat y’, folglich nach (3.) 

24. yY’ = Gp-+22— 10 
sei; so dafs also nach (2.) nothwendig auch 23—10 Quadratrest zu p ist. 
Durch (24.) redueirt sich (23.), weil noch & sowohl 2 als —z und y so- 
wohl --y als —y ausdrückt, auf 


25, . ER 


H. Die Gleichung (25.) giebt 
% 4.= —iHtrty. 
Aber wenn x der Gleichung (12.) genug thut, so thut es auch Gp-t x. 
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Also kann man auch statt (26.) 


27. 46p-+x) = —I-tz-y 
seizen,. oder auch, wenn man — 65 statt 4(% schreibt, 
238 —Gp+4e = —IH+z-y, 
und dies giebt schliefslich 
u rer, 
| > — z 


welehes der Ausdruck (4.) der vier fünften Stammwurzeln aus I zu p ist. 

I. In (29.) oder (4.) mufs jeder der beiden Werthe, welche z in 
(2.) oder (1.) haben kann, deshalb je mit den beiden zu den andern Werthen 
von & gehörigen zwei Werihen von y in (3.) oder (24.) verbunden werden. 
damit für jeden Werfh von 7; in (4.) immer alle die verschiedenen Werthe 
von & und y in Rechnung kommen. 

K. Was in (10.) von den vier zehnten Stammwurzeln aus I zu p 
behauptet wird, ist unmittelbar ($. 66. VI.) gemäls. 

L. Bekäme x in (21.) dadurch allein, dals -- 5 Quadratrest zu p ist, 
ganzzahlige Werthe, so mülsten nothwendig deshalb allein fünfte Stamm- 
wurzeln aus I zu p Statt finden, und da dies ner dann der Fall ist, wenn 
p—1, aufser mit 2, mit 5 aufgeht, also p—=10n --1 ist, so wäre der Umstand. 
dafs --5 Quadratrest zu p ist, auf die Stammzahlen = 1lOn--1 beschränkt, 
und keine andere Stammzahl y—10r--3, oder p—= 10R — 1, oder p = 1Un —3 
könnte +-5 zum Quadratrest haben. Aber dies ist nicht der Fall. Dals j) 
Quadratrest zu p ist, reicht in (21.) nicht hin. sondern es mufs aufser --5 
auch noch 23— 10 Quadratrest zu p sein. Deshalb ist dann der Umstand. 
dafs --5 Quadratrest zu p ist, nzcht auf die Stammzahlen » = 10n- 1 be- 
schränkt, sondern auch andere Stammzahlen können -:-5 zum (uadratrest 
haben; wie in (1.) bemerkt. 

M. Haben aber andere Stammzahlen als p—= 10n--1 zum Quadrat- 
rest —-9, so kann zu ihnen 232 — 10 nicht Quadratrest sein; denn wäre das. 
so bekäme x in (21.) nothwendig ganzzahlige Werthe, und folglich fänden 
nothwendig auch für solche Stammzahlen fünfte Stammwurzeln aus 1 zu p 
Statt; was nicht der Fall ist, da für y=10r—1, 10n-3 und 10n — 3. 
p—1 nicht mit 5 aufgeht. Dies wird in (Il.) bemerkt. 

Zu p=29 2. B. ist +5 Quadratrest und zwar zu 3—=11 und 18. 
Aber in 22— 10 =2.11— 10 =1?2, —=2.18— 10 = %, —?. — 11— 10 
— 32 (p236—= 2. — 18— 10 = — 46 = Gp-+12 sind 12 und 26 
nicht Quadratreste zu = 29. 











> 
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Anm. X. Man könnte hier wieder, ähnlich wie im vorigen Paragraph. 
vermittels des Gegenseiligkeilsgesetzes für Quadratreste finden, welche Form 
p haben muls. damit -—-5 oder auch —5 Quadratrest oder Niechtquadratrest zu 
p sei. Weiler unten kommt indessen ein allgemeiner Satz vor über die Foren, 
welche eine Stammzahl p haben mufs, damit eine beliebige gegebene posilive 
oder negative Zahl x zu ihr Quadratrest oder Nichtquadratrest sei. Die An- 
wendung des Gegenseiligkeilsgeselzes auf den gegenwärligen Fall 2 == +5 
kann also unterbleiben. Im vorigen Paragraph gab die Anwendung desselben 
auf x +3 schon das nölhige Beispiel. In dem gegenwärligen und dem vo- 
rioen Paragraph kam es nur mehr auf die Ausdrücke der fünften und dritten 
S/ammwurzeln aus | zu p an. 

S. 70. 
Aufgabe. 

Die Reste. welche bleiben, wenn man die 2ten. 3ten. 4ten u. s.w. Po- 
tenzen einer beliebigen Zahl & durch eine andere gegebene Zahl « > 2 dividir!. 
ohne Multiplieation und Division, blofs durch Addition und Subtraction zu finden. 


Beispiele für die Auflösung. 


. zs=6, 0—=33, 
Iı2345%6 7 8 9101112151415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32. 
612182430 3 9152127 0 612182430 3 9152127 O0 612182430 3 9152177, 
18 9212750152412 6 315 9212730152412 6 318 9212730152412 6 3. 


ll. Es sei 


R F j/ 
5. zz — 1). a4 4Il. 
I 2534567 8 9101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 23 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 33 34 40 


1530 41934 825381227 11651 52055 924391328 21732 621361025401429 31833 7223711% 


>20 153114 53418 24322925 6 53593722 230 40 26 21 281027 36 72317 912165533 3 4193911 I 


Ill. Es sei 





I. zB, aM. 

Ii25»5+56 75 9101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40, 
3 5281033155820 225 7301235174022 427 932143719 124 62911 34163921 326 831133618, 
33731164015 41025 1255731164018 41025 1233731164018 41025 1233731164015 41025 1 \ 





Auflösung, mit Beweis. A. Man schreibe die natürlichen Zahlen 
1, 2, 3, 4 bis zu «—1 in eine horizontale Zeile (2. 6. 10.). Unier 1 setze 
man die Zahl z& (=b,15,25),. von welcher die Reste der verschiedenen Po- 
tenzen verlangt werden. 
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Man addire x zu sich selbst und setze die Summe, im Fall sie @ nich! 
übersteigt, wie 12 und 30 in (3. und 7.). so wie sie ist, im Fall sie aber « 
übersteigt, wie in (11.). wo sie 46 ist. nachdem davon «@ abgezogen worden. 
den Rest (5 in (11.)) unter ”. 

Zu dieser Summe addire man abermals & und setze die neue Summe. 
im Fall sie nicht @ übersteiot. wie IS und ?S in (3. und 11.). selbst. und 
im Fall sie « übersteigt, wie in (7.). wo sie 45 ist. nachdem davon «a ab- 
gezogen worden. den Rest (4 in (7.)) unter 5 
Dasselbe Verfahren wiederhole man und setze das Resultat unter 4. und 


- 


so fort. bis zu @—1. 

Wie leicht zu sehen. enthält dann die zweite horizontale Zeile (3. 7 
und 11.) die 1, 2, 3, #, ....fachen der Zahl x; und zwar entweder diese 
Vielfachen selbst, oder die Reste, welche bleiben, wenn von den Vielfachen « 
so oft abgezogen wird, als es angeht. 

B. Nun ist die lte Potenz von &, 3 selbst. Man schreibe 3 (= 6, 15, 23 
ın eine dritte horizontale Zeile (4. 8.12.) unter die I der ersten Zeile (2. 6. 10.). 

Die 2te Potenz von & ist das zfache von 2. Man suche dieses sfache, 
welches sich nothwendig in der 2ten Zeile finden mnufs, weil alle Vielfachen 
von &3 bis zu a—Ifachen genommen worden sind und z <a ist, in der ersten 
Zeile auf und schreibe es unter die Zahl ? der ersten Zeile. In(I.) ist z.B 
das z=—6fache von 6 aufzusuchen. also 6 in der ersten Zeile. Unter dieser 
6 steht 3, und dies ist der Ztes? zum 6fachen von 6, also von 6’ == 2°. Die 
Zahl 3 setzt man daher unter die ? der ersten Zeile in die dritte Zeile. In 
(11.) ist das 15fache von 15 aufzusuchen. also 15 in der ersten Zeile. Unter 
15 steht 20, also ist 20 der Rest zum 15fachen von 15, folglich von 15’ — 3°. 
Die Zahl 20 also mufs unter die ‘! der ersten Zeile (6.) gesetzt werden: 
ähnlich in ( IIl.). 

Ferner ist die dritte Potenz von z das zfache von 2°; und da es blofs 
auf den Rest zu «a ankommt. so ist der Rest für die dritte Potenz von z, 


7 
- 


den man verlangt, der Rest zum zfachen des Restes von 2°. Denn wenn 
—$a--rist, so ist ?=-Gaırz—Ga-r,, wenn wieder r2—&a--r, 
ist. Man darf also nur den Rest zu 2° (3 in (4.),. 20 in (8.) und 37 in (12.)) 
in der ersten Zeile aufsuchen, so geben die in der zweiten Zeile darunter, 
stehenden Zahlen (15 in (3.), 13 in (7.) und 3! in (11.)) das zfache des 
Restes zu 2° und folglich den Rest zu z°. Man schreibe daher diese Zahlen 


15, 13 und 31 in die Ste Zeile (4. S. und 12.) unter die 3 der ersten Zeile. 
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Nach derselben Regel sucht man wieder die für die Reste der 3ten 
Potenz von z so eben gefundenen Zahlen 15, 13 und 31 in der ersten Zeile 
(2. 6. und 10.) aul und schreibt die unter denselben in der zweiten Zeile 
(3. 7. und 11.) stehenden Zahlen 9, 31 und 16 in die dritte Zeile unter 
die 4. Sie sind die Reste zu der werten Potenz von 2. 

Eben so weiter. 

Die dritte Zeile (4. S. 12.) enthält also nun die gesuchten Reste zu 
den verschiedenen Polenzen von 2x, deren Exponenten in der ersten Zeile 
darüber stehen. So ist z.B. zur 2dien Potenz von 3==6 der Rest zu «= 33 


semäl® (2. und 4.) 21. Der Rest zur I7ten Potenz von z==1)5 zu «Hl 
ısi gemäls (6. und 8.) 22; der Rest zur 2Sten Potenz von z—= 23 zu 
a—41 ist eemäfs (10. und 12.) = 10 u. s. w. 


Es finden sich demnach auf solche Weise die Reste von allen Poten- 
zen von x zu a blofs durch Addition und Subtraction, ohne alle Multiplication 
und Division. 

Der Proben für die Rechnung giebt es mehrere. 

Ü. Für die zwerle Zeile ist es z. B. eine Probe, dafs zu den 2. 3fachen 
u.s.w. einer Zahl der ersten Zeile auch die 2, 3fachen u. s. w. der zugehö- 
viren Zahlen in der zweiten Zeile gehören. Z.B. unter 7 in (2.) steht 9, 
also mufs unter 2.7 =14, 2.9 = 18 unter 3.7=?71,. 3.9=?77 stehen. 

Ferner ist es eine Probe für die zwerte Zeile. dafs. im Fall « nicht 
eine Stammzahl ist. sobald ene schon da gewesene Zahl der zweiten Zeile 
wiederkehrt, auch alle folgenden wiederkehren müssen; wie es sich in (3.) 
zeiet. Dieserhalb braucht man denn auch die zweite Zeile nur so weit zu 
berechnen, bis ihre erste Zahl wiederkehrt; alsdann kehren auch nothwendig 
die foleenden wieder. Ist @ eine Niammzahl, oder auch nur eine zu 2 thei- 
lerfremde Zahl, so isi es eine Probe für die Zahlen der zweiten Zeile, dafs 
ihre erste Zahl. und überhaupt Aerne ihrer Zahlen, wiederkehren kann, weil 
alle Vielfachen einer Zahl zu einer andern ihr theilerfremden Zahl immer ver- 
schiedene Reste lassen. In solchem Fall müssen also die Zahlen der zweiten 
Zeile alle die Zahlen 1, 2, 3, 4. .... a—1 sein. 

D. Für die dritte Zeile ist es eine Probe, dafs das Product zweier 
‚beliebigen ihrer Zahlen. durch @ dividirt, zum Rest die Zahl geben mufs, über 
welcher in der ersten Zeile die Summe derjenigen Zahlen dieser Zeile steht, 
die sich über den beiden mit einander multiplieirten Zahlen der dritten Zeile 
befinden. Denn wenn z. B. 2" —= Sa--r, und 2"—= $a--r, ist, so stehen 
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die Exponenten m und rn in der ersten Zeile und die Reste r,, und r, in der 
dritten. Die beiden Gleichungen mit einander multiplieirt, giebt aber 3”""— 
Ga—r„r,. also mufs unter der Zahl m-+n der ersten Zeile. oder. wenn 
m--n > a—1|und a eine NSiammzahl ist, unter m -+-n — (a—1), in der dritten 
Zeile das Product r„r, stehen, und wenn r„r, >a und a eine Stamm- 
zahl ist. r„ r,— ©a; denn die Zahlen der dritten Zeile sind die Reste zu a, 
und von den höheren Potenzen von z als der «—Iten für eine Stammzahl « 
ist schon die ate der 1ten gleich, weil dann nach dem Fermatschen Lehr- 
satz für jedes z, s""— $p--1 ist, so dafs also die (m -n — («a —1))ten 
Potenzen dieselben Reste haben wie die (m—n)ten. Z. B. unter 8 in (10.) 
steht in der dritten Zeile 10 und unter 17 steht 4, also mufs unter 8-17 — 25 
in der dritten Zeile 10.4== 40 stehen; und so ist es auch. Unter 14 in (6.) 
steht in der dritten Zeile S und unter 37 steht 19, also mufs unter 14 --37 
— 51t = 41-11, mithin unter der 11 der ersten Zeile 8.19 = 15% : 
3.4129, also 29 stehen; was auch der Fall ist. 

Ferner findet für die dritte Zeile auch eine ähnliche Probe Statt. wie 
für die zweite. Nemlich wenn die erste Zahl der dritten Zeile wzederkehrt. 
so müssen auch alle folgenden wiederkehren; denn wenn z.B. in 2" — Gp-+r, 
r —g ist, so ist offenbar 2"""—= &p-+2°, 2""—= &p--2° u.s.w., und z”*!, 
2”? u.s. w. lassen also dieselben Reste zu « wie 2°, 2°, sobald 2” zu a den 
Rest von 2' giebt. So zeigt es sich in (4. und 12.). 

Ist « eine Stammzahl und z eine der Hauptstammwurzeln zu a, so 
kann in der dritten Zeile die erste Zahl derselben gar nicht wiederkehren: 
denn alle Potenzen von & geben dann verschiedene Reste. Die Zahlen der 
dritten Zeile müssen also in diesem Fall alle die Zahlen 1, 2, 5, .... a—l 
sein, wie es sich auch z. B. in (8.) zeigt. Auch mufs, wenn « eine Stamm- 
zahl ist, unter @—1 der ersten Zeile, dem Fermatschen Lehrsatze gemäfs, in 
der dritten Zeile zmmer 1 stehen. 

$. 71. 
Aufgabe. 

Die Reste zu berechnen, welche bleiben. wenn man eine und die- 
selbe. z. B. die ete Potenz der Zahlen 1, 2, 3,4, .... mit der Zahl a dividirt. 
und welche <a« sind. 

Auflösung mit Beispielen und Beweis. A. Es sei x eine be- 
liebige Zahl, also eine derer 1, 2, 3, 4, ..... von welcher die Reste der 
eten Potenz zu @ gesucht werden; so erhält man zunächst den Rest 7, der 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 2. 22 
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2ten Potenz von z zu a, wenn man 2 mit sich selbst multiplieirt und das 
Product mit « dividirt. Darauf erhält man den Rest r, der 4ten Potenz von 






2 zu 4, wenn man 7, mit sich selbst multiplieirt und das Product durch « 
dividirt; denn wenn = a--r, ist, so ist + = (Ga-r,) = Ga-+r = 
6a#--r,. Aus gleichem Grunde erhält man den Rest r, zur ”==8ten Po- 
ienz von & zu 4, wenn man r, mit sich selbst multiplicirt und das Product mit 
a dividirt. Und so weiter die Reste 7,5, "325 75 »... der ?’ten, ten etc. 








Polenzen von zZ zu A. 
B. Nun kann nach ($. 31.) jede Zahl blofs durch Summirung ver- 
schiedener Potenzen der Zahl 2 zusammengesetzt werden. Welcher also auch 







der Exponent e sein mag, für den man r in 
1. #=6@a-tr 
verlangt: immer ist derselbe die Summe dieser oder jener Potenzen von ?. 
























Man darf also nur die vorhin gefundenen Reste derjenigen Potenzen von 2, 
deren Exponenten jene Potenzen von 2 sind, welche summirt e geben, mit 
einander multiplieiren, so findet sich das gesuchte # in (1.). Wenn z. B. 


e—= nd +nm+T,... und 2; = Gu-+r, 2. — Ga-+r,, 325 = Ga-+r; elc. 
ist, so ısl 
2. 2 zur t0 ee — 0 ,2%,23%..—(Gatr)Oa+r)Ga-tr;). 


Gatrırrz... 
und folglich vermöge (1.) r=[r,r,r,.... oder, wenn fr, 7,r,....>4 ist. 
3. ArEEE — Ga-tr. 

Geselzt e sei I3, So ist =32+16 +41 =! 742-7. Ver- 
langte man also den nn der 531en Potenz der Zahl 2=7 zu 4=95), so 
wäre zunächst 2’—= 7?=49, 249° —= (55 — 6)’ = 6.4436, 2° = 36° 
= &a+31, 2° = 31’ = &a+2%6, 2° = 2%? = $a-+ 16, und da nun 
e —1-+4--16-+32 ist, so ergiebt sich aus (3.) $&a-+r = 7.36.26.16, 


‘. Nach diesem Verfahren nun berechne man von den eten Potenzen 
‚1l,.... die Reste zu «. Aus den Resten der 
een Potenzen dieser z— 2, 3,5, 7, 11,.... lassen sich die Reste aller äbr:- 


/ 


der NStammzahlen 7, 3, 5, 


gen x durch Multiplication mit einander finden, weil jede Zahl ein Product 
von NStammzahlen ist. Wären nemlich r,, 7;, 75, .... die für die Stamm- 
zahlen 9,» P2» Ps» -... gefundenen Reste zu a, so dafs 

4. pmi= da-tr, p= Sa-ır, = Öu-tr;, ... 
und es würde irgend eine I z durch 
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I. te 
bezeichnet. so wäre 
6. Sepp pi... = (Ga+r)"(Ga-4+ rn): (Öa-+r,;) 


—= Sa-+rır:r,. 


und folglich für (1.) 





ı. ra = rir;r, 


Der Rest der e== S3ten Potenz von 9, =7 zu 55 =a«a war z.B. in 
(B.)) r,=?. Für den Rest der 53 ==eten Potenz von , =3 zu 5d=—.u 
findet sich » —48. Aus diesen beiden Resten r,—=?2 und r, —48 finden 
sich also durch (7.) schon die Reste der e= J3ten Polenzen zu a von allen 
den z, welche (5.) ausdrückt. Z.B. für , =3 »==2?7 giebt ().) 3 — 7°.3' 
— 3087 und (7.) giebt r+-&a—=7.45°=S.(—7)’—=7; also ist 7 der Rest 
der e= S3ten Potenz von 2 = 3087 zu 4 = 9). 





D. Verlangt man nun von den Zahlen z = 1,2,3,4,..... bis zu u 
die Reste der eten Potenzen zu a, so kann man stalt (5.) 


8. ze pirzern....+0a 
setzen. wo & so anzunehmen ist. dals 3 <a bleibt. Alsdann lassen sich 
schon aus den nach (B.) berechneten Resten r,, 77. 7;. .... für wenige 
Stammzahlen 9,, P2> P3> ---., ja selbst schon aus den Resten für eine ein- 
zelne Stammzahl p, die Reste für viele & finden 
Hätte man z. B. nach (B.) blofs für die eine, kleinste Stammzahl p, =? 
den Rest der e= J3ten Potenz zu @ = 55 berechnet. welcher r, = 5? —=6p — 3 


ist. so giebt derselbe nach (7.) schon allein die Reste zu 2’ (—3) —9, 
De are (-3)’=—-Y7=-+28S, 2 — — 3.25 — — 8A - . Ze. z’ — — 3.26 
= -7=+32 u 8 W. 


E. Ist « eine Stammzahl und man verlangt die Reste der eten Po- 
tenzen von 21,2, 3,4, .... a—1 zu a, so braucht man nach dem obi- 
gen Verfahren nur die Reste für die Hälfte der x, nemlich nur für 2: 
1,2, 3,4% .... 4(@—1) und also jedenfalls auch nur für die Stammzahlen 
— 4a zu berechnen; denn die Reste für die folgenden 2, bis zu a, sind nach 
($. 55. III.) die berechneten Reste selbst, in umgekehrter Aufeinanderfolge. 
wenn e gerade, und die Ergänzungen derselben zu a, wenn e ungerade ist. 


vw 
iD 
« 











172 15. Eneyklopädie der Zahlentheorie. $. 72. Form. 1. 


$. 72. 
Aufgabe. 


Die sämmtlichen Stammwurzeln, also auch die Hauptstammwurzeln, 
zu einer gevebenen NStammzahl p zu berechnen. 


Auflösung mit Beweis und Beispielen. A. Danach ($. 63. IV.) 
die Reste der verschiedenen Potenzen jeder Hauptstammwurzel unmittelbar 
nicht allein die übrigen Hauptstammwurzeln, sondern auch alle andern Stamm- 
wurzeln für alle die Exponenten d geben, die in »—1 aufgehen, so kommt 
es offenbar nur darauf an, zrgend eine der Hauptstammwurzeln zu finden. 
Kennt man eine solche, so darf man nur die Reste ihrer verschiedenen Po- 
tenzen bis zur p—Iten zu p berechnen; was nach ($. 70.) durch blofse Ad- 
dition und Subtraction, also seAr leicht geschieht, und die Aufgabe wird weiter 
nach den Regeln von ($. 63. IV.) ohne viele Mühe vollständig gelöset. 

B. Aber die Schwierigkeit ist, eene der Hauptstammwurzeln zu linden. 
Wie dies ohne Versuche mit Leichtigkeit geschehen könne, ist eine noch nicht 
celösete Aufgabe. 


©. Ein Mittel, nicht sowohl eine, sondern sogleich alle Hauptstamın- 
wurzeln ohne Versuche zu finden, ist freilich folgendes; aber es erfordert. 
wenn p grofs ist, vzele Rechnung. 

Nach ($.64. III.) erhält man nemlich. die Hauptstammwurzeln. wenn 
man von den Zahlen 1, 2,3, 4,.... 9 —1 die Reste derjenigen ihrer Poten- 
zen ausschlie/st, deren Exponenten A,, A,, 3, .... diein p—1 aufgehenden 
S/ammzahlen sind. Man müfste also die Reste r in 

l. = Op-+tr 

für alle de 21,9, 3,4,.... p—1, und für alle A, welche in y—1 aul- 
gehende Stammzahlen sind, berechnen; was nach ($. 71.) geschehen könnte. 
Aber diese Rechnung ist sehr weitläuftig, wenn p beträchllich grofs ist. Auch 
hätte man dann erst die Hauptstammwurzeln, und müfste, wenn man auch 
noch die übrigen Stammwurzeln verlangt, dennoch nach (A.) noch erst weiter 
die Reste aller Potenzen einer von ihnen bis zur p—Iten berechnen; woraus 
dann nach ($.63. IV.) die übrigen Stammwurzeln sich ergeben würden. 


D. Daher wird man, besonders für beträchtlich grofse p, immer noch 
leichter zum Ziele gelangen, wenn man durch Versuche erst blofs eine Haupt- 
stammwurzel zu ermitteln sucht. Ist diese gefunden, so ergiebt sich nach (4.) 
unmittelbar und leicht das Übrige. 
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Zu diesen Versuchen kann und wird man also die Aleinsten Zahlen 
2,3, 5,6, 7,8, 10, .... nehmen, nicht 4, 9, 16 etc., denn diese sind Quadrat- 
reste, und kein Quadratrest ist eine Hauptstammwurzel ($. 66. II. «.). 

Dabei lassen sich dann aber noch einige der obigen Lehrsätze vor 
den Stammwurzeln zur Verminderung der Rechnnng benutzen. 

E. Gesetzt das gegebene p sei 

2. p= 54, also pP —1= 59 — 7.3.5. 

Man setze 


3. = Öp-r 
und lasse 2 die verschiedenen Theler von p— 1 bezeichnen. so dafs 
1. z—2,3,4,5,6,9,10,12,15,18, 20,27,30,36,45,54,60,90,108, 135,180 und 270 
ist, so mufs nach ($. 66. VII), wenn in (3.) x eine Hauptstammwurzel, 


das heifst eine d—=p— Ite Stammwurzel sein soll, erstlich für z—= 4(p—1). 
r— — | sein, und zweitens mufs für alle z, die nur n p—1. nicht in 
i(p— 1) aufgehen, r weder —1 noch — 1 sein. Es muls also hier für 


Br — 540 zunächst r in (3.) für z= 770 gleich —1, und dann mufs für 
- 4, 12, 20, 36, 60, 108 und 150, welches die # sind, die nur in »—.1. 

nicht in 4(p—1) aufgehen, r in (3.) weder +1 noch —1 sein. 

Wollte man also nun versuchen, ob 2 == 2 eine Haupistammwurzel zu 
p = >41 sei, so kommt es auf die 4, 12, 20, 36, 60, 108, 1850 und 270ten 
Potenzen von 2 und auf ihre Reste zu p an. Es ergiebt sich 2?*= 16. 2° —- 256. 
22 — %,9 — 16.356 = 6p-+309, V— 9. 2? — 256.309 = Gp- 118. 
2 — 9.3 0P—-&p-11%4, = I’ 1’ = &p415, 7% 
— 14 = 6p+48, = M'’— 1) = Gp-4 129. Die Rechnung wird 
erleichtert, wenn man Potenzen- Tafeln hat; z. B. diejenigen von Vega. 
Keiner der Reste zu p von der 4, 12, 20, 36, 60 und 180ten Potenz von 
ist also weder -—-1 noch — I, und wenn man nun noch 2°" — I”, 1.9.9.2 
— 129.15.118.256.4 berechnet, so findet sich 7" — 6&p —1. Also ist 2 — 2 
in der That eine der Hauptstammwurzeln zu p=541. 

Man berechne nun noch die Reste zu den verschiedenen Potenzen von 
2 bis zu p—1==540 nach ($. 70.), was durch blofse Addition und Sub- 
traction leicht ist, so lassen sich weiter aus denselben nach der Regel ($. 63. IV.) 
die sämmtlichen Hauptstammwurzeln, so wie die übrigen Siammwurzeln, unmit 
telbar entnehmen. 

F. Fände sich, anders wie in dem Fall (E.) für p = 541. dals 
z—? nicht eine Hauptstammwurzel ist. so versuche man die nächste Zahl z — 5 














61218245036 1 71519253137 2 814203632338 3 91 
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Findet sich, dafs auch 3 keine Hauptstammwurzel ist, so versuche man 25 u. s. w 
Aber schon, wenn die zwei Zahlen 2 und 3 versucht sind, lassen sich wieder 
andere Lehrsätze zur Verminderung der weitern Rechnung benutzen. 
Es sei z. B. 
I. p=4, ao p—1=M. 
Hier sind die Teiler z von p—1 folgende: 
. = 2, 45 810 ud %, 
und von diesen geht nur allein S in »— 1 und nicht in 4(p—1) auf, also 
kommt es für z—=?, nächst PP — 7°, nur auf ” an. Es ist 7? — 16° — 256 
6p--10. Dies ist zwar weder +1 noch —1, aber UV — % ist 
7.2 — 10°. 16 = 1600 = &p-1, nicht Gp —1, wie es sein soll; also ist 
2 nzcht eine Hauptstammwurzel zu a=4l. Man versuche also 2==3. Dieses 
giebt 3—9, 2381 = 6p—1, 3=Gp-+1, —=Gp-+l, "= Gp—1; 
also ist auch 3 keine Hauptstammwurzel zu a—=41. Aber es ist nun nicht 
weiter nölhig, noch eine andere Zahl für z zu versuchen, denn aus 2° = 
Gp-+10, "=6Gpr1l, = Gp-+1 und 3" = Gp—1 folgt (2.3) = 
6° — 6p+10 und (2.3) =6"—= $p—1: folglich ist 6 nothwendig eine 
der Hauptstammwurzeln zu p=H41. 
Man hat also nun nach ($. 70.) die Reste der Potenzen von 6 zu be- 
rechnen. Dies giebt: 
?3456 7 8 9101112131415 16 171819 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 


21273359 4101622283440 5 1117 


wg 


636 112527392910 1953228 42421 31826 33 344055 3301614 2125122 91337172038 2315 


Die Zahlen in der Reihe (9.) sind die verlangten Reste. 
Nun sind die zu p—1=40 thellerfremde Zahlen > 1 folgende: 3, 
’. 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37 und 39. Zu diesen Zahlen 
in der Reihe (7.) gehören in der Reihe (9.) die Zahlen 
10. 6, 11, 29, 19, 28, 24, 26, 34, 35, 30, 12, 22, 13, 17, 15 und 7. 
Diese sind also nach ($. 63. IV.) die Hauptstammwurzeln aus 1 zup=4Hl. 
Die Zahlen, welche mit 1, 2,3,4,.... 40 zum grölsten Gemeintheiler 


) 1 ° » / ) fi » 7 /, ‘ > ° 
/ — 2 haben, sind 2, 6, 14, 18, 22, 26, 34 und 38. Zu diesen Zahlen 


20 
in der Reihe (7.) gehören in der Reihe (9.) die Zahlen 
11. _ 36 39, 21, 3, , u 20 amd 8 
Diese sind also nach ($. 63. IV.) die 20ten Stammwurzeln aus 1 zu p. 


Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, .... 40 zum gröfsten Gemeintheiler 


R—- — 4 haben. sind #4, 12, 25 und 36. Diese aus (7.) geben in (9.) 


38 39 40 


23 29 35, 


“ 


ns 
4 





1 
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die Zahlen 
12. 25, 4 31 und 23; 
welches die 10ten Stammwurzeln aus I zu p sind. 
Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4 .... 40 zum gröfsten Gemeintheileı 


v—1 ’ Tr m. : ’ a r .s 
T-—8 haben, sind 8, 16, 24 und 32. Zu ihnen in (7.) gehören in (9.) 


die Zahlen 
13. 10, 18, 16 und 37: 


und dieses sind die Sten Stammwurzeln aus 1 zu ». 
Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, .... 40, zum gröfsten Gemeintheileı 


—1 - 2 - = ar ıy- . .  - b r 
—— — 5 haben, sind 5, 15, 25 und 35. Zu ihnen in (7.) gehören in (9.) 


die Zahlen 
14. 27, 3, 14 und 38; . 
und dies sind die Sten Stammwurzeln aus 1 zu p. 
Die Zahlen, welche mit 1, 2,3, 4 .... 40 zum gröfsten Gemeintheileı 


el Ze I0 haben, sind 10 und 30. Zu ihnen in (7.) gehören in (9.) die 


Zahlen 
15. 32 und 9; 
und dieses sind die 4ten Stammwurzeln aus I zu p. 

Endlich ist p— 1==40 die 2te und I die erste Stammwurzel aus | 
zu p. Also sind auf diese Weise alle Stammwurzeln aus I zu » vermiltels 
der einen Hauptstammwurzel 6 gefunden worden. 

@. Meistens wird schon der Versuch von wenigen kleinen Zahlen für 
& hinreichen, um eine der Hauptstammwurzeln zu entdecken, und die übrige 
Rechnung ist dann nach der obigen Art leicht; so dafs also diese Art der 
Auflösung der Aufgabe meistens ohne zu grofse Mühe anwendbar ist. 

Nach ihr ist die Tafel im 9ten Bande dieses Journals S. 36 — 53 für die 
Stammzahlen bis 101 berechnet worden. Zugleich giebt diese Tafel die Reste der 
Potenzen von 1,2,3,4,.... 9 —1, deren Exponenten die in a — I aufgehenden 
Stammzahlen sind, an; auch noch, bis zu p==?29, die Reste der Potenzen 
von 1, 2,3, 4 .... p—1 für alle Exponenten von 2 bis p—1, nebst den 
Werthen von 2, zu welchen die Reste gehören. Da die Tafel überall die 
positiven Quadratreste angiebt, so kann man daraus nach ($. 45.) auch un- 
mittelbar die negativen Quadratreste, so wie die positiven und negativen Nicht- 
quadratreste entnehmen. Die weiter folgende Tafel giebt an, zu welchen 
Stammzahlen von 3 bis 101 die Zahlen 2, 3, 4, 5, .... 100 Hauptstammwur- 
zeln sind. 
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$. 73. 
Andere Beweise des Wilsonschen Lehrsatzes ($. 48.), nemlich: 
Dafs für jede Stammzahl p > 1 das Product 


. 1.2.34... -) = &p-—1 


Zweiter Beweis, durch Quadratreste und Nichtquadratreste. 

A. Man setze 
2. p-N=6Gr-+r, (pP-NV=Gp-+r, (pP —=Gp-tr,;, 
Kp+ 1? — Gp+tran: 
Die r in (2.) sind alle verschiedenen Quadratreste zu p ($. 45. 5. und 6.). 
Die Gleichungen 
3 D=6ptn, Tebptr, S=6ptn, 
(pP = Op ro-n 

seben dieselben r, wenn auch in verschiedener Aufeinanderfolge ($. 45. 5.). 

B. Nun ist das Product eines Quadratrestes und eines Nichtquadrat- 
restes ein Nichtquadratrest ($.52. IV.). Multiplicirt man also z. B. 1? — 
$p--r, mit irgend einem Nichtquadratrest go„, so erhält man o„.1’ = 
6p-+-0,,. Wo o, irgend ein Nichtquadratrest ist. Multiplicirt man Y"=&p-+r; 
mit demselben Nichtquadratrest o,„, so ist in 0,.-”=&p-+0;,, © irgend ein 
anderer Nichtquadratrest als g,. weil r, ein anderes r als r, ist. U. s. w. 
Also wenn man alle die Gleichungen (3.) mit eenem und demselben Nicht- 
quadratrest go, multiplieirt, so erhält man durch 

1. om = ÖP+0: m "=OPp+R, m ’—=6p+o; 
0m (p—1’= Gp +9 

ı(p—1) verschiedene und folglich alle Nichtquadratreste go, indem es deren 
nur 4(p—1) giebt, nemlich so viele als Quadratreste r. 


C. Multiplieirt man nun die sämmtlichen Gleichungen (4.) in einander. 
so ergiebt sich 





I. EPFWVAN2.3I3H4..4lP N) = ÖP-+ 010: 03 ++. Qyp-y- 

Nun ist für jeden Nichtquadrairest o, nach ($.49. 2.). | 
6. FI Gp—1, 

also giebt (5.) 

($p —1)(1.2.3.4...4(p—1))’ 


. Ude 


GP 010203 +++ Qyp—n, Oder 
GP - 0102 03° ++. Oyp-n 


| 


D. Multiplieirt man die Gleichungen (2.) in einander, so erhält man 
3 (ip I)(p—?2)(p—3):. 1(p+1))' ns Gp-r, T; r; RER Tıp-1)5 
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und dieses mit (7.) multiplieirt, giebt, weil nun in dem Product alle die Zah- 
len 1,2, 3, 4,.... p—1 vorkommen, 
g, — (1.2.3.4... (p—D) = $p-+r,r: 713... Pıoon 010203 ++ Op: 

E. Aber in (9.) sind rechterhand 7), #5, #35»... Hıp-ns Qıy ©» 
O3 +++. Quinn ebenfalls alle die Zahlen 1, 2, 3,4,....9—1, denn ihre Ge- 
sammtzahl ist p—1, und sie sind alle verschieden. Also giebt (9.) 

— (1.2.3.4...(p—D) = &p-+1.2.3.4....p—1 oder 

10. —(1.2.3.4..(p—N)[1.2.3.4....(p—N-1] = Gp. 

F. Es mufs also p entweder in den Factor 1.2.3.4 ...9—1, oder 
in den Factor 1.2.3.4....(p—1)--1 aufgehn. In den ersten Factor geht 
es nicht auf, weil die einzelnen Factoren 1, 2,3, 4 .... p—I alle kleiner 
als p sind: also muls » in den zweiten Factor aufgehen, und daher mufs 

11. 1.2.3.4....(—-)+1= 6p 
sein; woraus die Gleichung (1.) des Lehrsatzes folgt. 

Dritter Beweis, durch Haupistammwurzeln. @. Es sei & eine 
Hauptstammwurzel aus I zu p und 

12. 2 —= Op-r, 
so durchläuft nach ($. 50. II.). wenn man 
u eh 23.4... ge 
setzt, der Rest r ebenfalls alle die Zahlen 1,2, 3,4 ....9—1. 

H. Nun ist nach ($. 67. II.) das Product aller Reste einer dten 
Stammwurzel — &p-;-1, wenn Öd ungerade, und = &p—1, wenn Ö ge- 
rade ist. Für die Hauptstammwurzeln ist do —=p—1 immer serade. also 
ist für die Hauptstammwurzel 

14. 1.2.3.4....p—-1= Gp-—1: 
und dies ist der Wilsonsche Satz. 

Vierter Beweis, durch zusammengehörige Zahlen und Qua- 
dratreste L. Aus den Zahlen 

15. 2=1,23,3,4 ...p—1 
geben je zwei Zahlen 2, und 2, aus denen (15.) gemäls ($. 47. IN.) 
16. 23,2%, = Öp-+e. 
wo o ein beliebiger Nichtquadratrest zu p ist. Es sind nach ($. 47. II. ) 
4(p—1) solche Producte vorhanden, und in ihnen durchlaufen die 2, und z 
alle die Zahlen (15.), ohne dafs irgend eine mehr als einmal vorkäme. 
M. Daraus folgt, dafs das Product aller der 4(»—1) Producte (16.) 


das Product aller der Zahlen (15.) ist; und da nun jedes der 4(p—1) Pro- 
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ducte (16.) 6p--0 giebt, so ist 
17. 1.2.3.4....(pP—V wre Sp- OP), 
N. Aber für jeden Nöchtquadratrest o ist zufolge ($. 49. 1.), und 
war zufoloe des ersten Beweises daselbst. der nicht auf dem Wilsonschen 
Satze beruht. 


18. ar) nen Sp u j u 


also ist nach (1%.) 
19. 1.2.3.4...(pP 1) = 6p-—1: 
dem Lehrsatze semäls. 
Weiter unten werden sich noch andere, auf andern Vordersätzen be- 
:uhende Beweise des Satzes finden. 


( Die Fortstzung folgt.) 
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14. 
Eine allgemeine Formel für die gesammte jüdische 
Kalenderberechnung. 
(Von Herrn Ch. Z. Slonimsky aus Bialystock in Rufsland.) 


Di: sonderbare aber kunstreiche Einrichtung des jüdischen Kalenders. welche 
in ihrer Künstlichkeit wohl die einzige in der ganzen Chronologie ist, biete! 
dem Chronologen wegen der weilläufiigen Berechnungen und besondern Aus- 
nahmen viele Schwierigkeiten dar. Alle unsere Chronologen, welche diesen 
Kalender beschrieben und erläutert haben, mufsten beim practischen Gebrauch 
desselben nach der traditionellen und gewöhnlichen Weise die Berechnungen 
anstellen; welches aber nicht blofs schwierig ist, wegen des Gebrauchs unge- 
wöhnlich benannter Zahlen und der Hülfstabellen. sondern auch ungenügend. 
indem man dessenungeachtet nicht im Stande ist, das verlangte Jahr direct 
zu bestimmen. Da es nemlich im jüdischen Kalender sechs verschiedene 
Jahreslängen giebt, so müssen erst die zwei aufeinanderfolgenden Neujahrstage 
vefunden werden, um die Länge des zu Grunde gelegten Jahres bestimmen 
zu können; welches die eigentliche Aufgabe des Kalenders ist. Auf noch 
oröfsere Schwierigkeiten stölst man bei der Berechnung des jüdischen Kalender> 
in der christlichen Zeitrechnung. 

Die bekannte Formel, welche der Herr Prof. Gau/s zur Berechnung 
des jüdischen Osterfestes aufstellte, hat, ungeachtet der wenigen Ausnahmen. die 
sie verlangt, doch die oben erwähnte Hauptischwierigkeit nicht gelöset. Denn 
falls diese Formel zur Berechnung des jüdischen Kalenders überhaupt angewand! 
werden soll. mufs man die Österfeste in zwei nach einander folgenden Jahren 
bestimmen. um dadurch die Länge des verlangten Jahres zu berechnen. Dann 
mufs auch noch der Wochentag des Neujahrs, von welchem manche Fest- und 
Fasttage, da diese oft verschoben werden, abhängig sind, mit bestimmt werden. 

In der That liefert die von Herrn Prof. Nesselmann im gegenwärligen 
Journal mitgetheille Abhandlung über den jüdischen Kalender, ungeachtet der 
sehr scharfsinnigen Entwicklung, den deutlichen Beweis von den auf diesem 
(rebiele sich findenden Schwierigkeiten. 

Es verdient daher eine allgemeine Auflösung, welche sowohl nach der 


jüdischen als nach der christlichen Zeitrechnung bei jedem gegebenen Jahre 


23 





1S0 14. Slonimsky, zur jüdischen Kalenderberechnung. 


leicht und unmittelbar den ganzen Kalender des verlangten Jahres mit einem- 
male giebt, öffentlich mitgetheilt zu werden. Sie ist folgende. 

Bekanntlich giebt es im jüdischen Kalender 14 verschiedene Jahres- 
formeln oder Normalkalender, nach denen im ganzen Jahre sich die Festtage 
und andere damit zusammenhängende religiöse Gebräuche richten und die den 
Chronolosen unter dem Namen Basch Gach etc. bekannt sind. welche Bezeich- 
nungs-Art wir aber hier durch folgende ersetzen wollen: 

2k, 29, 3m, dm, 5g, Tk, 7g für die gemeinen Jahre, 
2K,26,3M,5K,5@G, 7K,7@G für die Schaltjahre. 

In diesen Zeichen bedeuten die Zahlen die Wochentage, auf welche 
der Neujahrstag fällt; die Buchstaben A, 9, m ein kurzes, ein grofses und ein 
mittleres Jahr, und zwar im gemeinen Jahre von 353, 355, 354, im Schalt- 
jahre von 353. 385 und 384 Tagen. Dieses sind die beiden characteristischen 
Merkmale eines jeden Jahreskalenders. Dieses vorausgesetzt, läfst sich nun für 
die ganze jüdische Kalenderberechnung folgende allgemeine Aufgabe aufstellen. 


I. Nach der jüdischen Zeitrechnung. 


Bei jedem segebenen Jahre A der jüdischen Zeitrechnung zu bestim- 
men, welcher von den 14 Normalkalendern in dem verlangten Jahre für einen 
vollkommenen Jahreskalender gelten soll. 

Die Auflösung, welche also 14 verschiedene Fälle zu bestimmen hat. 
ıst folgende: 

Man dividire die Zahl 12A4--7 durch 19 und nenne den Rest A; ist 
dieser —=1, so nehme man 19--1—= AR. Man suche dann den Werth von 

0.178117458. A-- 0.2220345.. BR + 0,812684 
und setze in der gefundenen Summe, die Ganzen unberücksichtigt, den Decimal- 
bruch — T". 

Das gesuchte Jahr A ist ein Schaltjahr, wenn R<{9 gefunden wird; 
sonst aber immer ein gemeines Jahr. Der Kalender des Jahres A aber wird 
vermittels des gefundenen Werthes von 7 auf folgende Weise bestimmt. 

Er ist nemlich: 


Beim Schaltjahre — 
2K, wenn T—>>0, 


. - - - - Aiszuss, 
Bi 
Bee 


Beim gemeinen Jahre = 
2k, wenn T=>>0, 
25 - - - - 0.090410, 
3m, - - - - 0.285714, 
Im, - — - - 0,376124, 
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Beim Schaltjahre — 
5@G, wenn T = > 0,533570, 


isi 


Beim gemeinen Jahre — 
5g, wenn T = > 0,661838, 


KK, - - - - 0,714285, ak, -  - - - 0,714285, 
76, - - - - 0,871753. 7 - - - - 0.804695. 
Ist im gemeinen Jahre der Werth von R >13 bis 15 incl., so ändere 
man die Grenze bei 3 und setze dieselbe — 0.271103; ist A gröfser als 
15, so ändere man aufserdem noch die Grenze bei 7y und setze an dessen 
Stelle = 0,752248. 
Exempel. Man verlangt für das Jahr 5604 der jüdischen Zeitrech- 
nung den ganzen Jahreskalender. Hier findet man R= 14, T— 0,0914. 
Das Jahr ist also ein gemeines Jahr und sein Jahreskalender — 2 y, d.i. es 
fängt am Montag an, und seine Länge ist 355 Tage. 


II. Nach der christlichen Zeitrechnung. 


Bei jedem gegebenen Jahre A der christlichen Zeitrechnung zu finden. 
mit welchem Tage des christlichen Datums der jüdische Neujahrstag beginnt 
und welcher der 14 Normalkalender im ganzen Laufe dieses Jahres gebraucht 
werden soll. 

Man dividire die Zahl 12A—5 durch 19 und nenne den Rest R, 
so dafs man, wenn sich A=1 findet, R—=1--19— 20 nimmt. 
dividire man A durch 4 und nenne den Rest r. Dann suche man die Zahl 
25,98711-- 1,5542418. R-- 0,25. r — 0,003177794.A und nenne den Aus- 
druck S--s, so dafs 5 die ganze Zahl und s den Decimalbruch dieses 
Ausdrucks bezeichnen. 

Endlich dividire man noch die Gröfse (S-+-3A--5r) durch 7 und 
nenne den Rest T. 

Das gesuchte Jahr ist ein Schaltjahr, wenn A <- 9, ein gemeines aber, 
wenn R=>9 ist. 

Im Schaltjahre — 
2K, wenn (T-+-s) = > 0 ist, 


Ferner 


Der Kalender des gesuchten Jahres ist: 
Im gemeinen Jahre — 
2k, wenn (T’-- s) = > 0, 


6 '& m ER - =... ae EIER, 
3M, - WITPREPREE 7 | 3m, - er 7° 
5K, - - .- - 3,0, Im, - = = - 2.632937, 
56, - = - - 373514, 59, - ii 6 wir A 
KK, - -  - - 5,0, ıK - - .-- 5,0, 
T6,:- - - - 6,1029. 79, - 5. 2 
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Ist bei dem gemeinen Jahre R>13 bis 15 incl., so ändere man bei 
dem Obigen die Grenze von 3m und setze dieselbe — 1,89772. Ist aber 
9.269574. 
Hat man den Kalender des gesuchten Jahres gefunden, und dessen Zalıl sei 











BR >15. so ändere man noch die Grenze von 7 g und setze dieselbe 






z.B. — d, so beginn! dann der gesuchte Neujahrstag am (S-+-d— T'iten August 
ölten 








alten Styls, oder wenn diese Grölse gröfser als 31 ist, am (S--d—T') 





September. 

Exempel. Man suche den jüdischen Kalender für das Jahr 1847. 
Hier it A=5, r—3, T—5, S--s— 28.655893. Das gesuchte Jahr 
ist ein Schaltjahr, weil &<Z9. Da aber T--s>5, also der Kalender des 








laufenden Jahres = 7K und d=7 ist, so trifft der Neujahrstag auf den 
17 —5 30sten August alten Styls oder 11ten Sept. neuen Styls. 






Das jüdische Jahr beginnt demnach am Sonnabend dem Alten Sept.. 
ist ein kurzes Schaltjahr von 383 Tagen, und von den 14 bekannten Kalen- 





dern ist das 7A genannte in dem laufenden Jahre für diesen Jahreskalender 



















zu eebrauchen. 


Einire Bemerkungen über die von Herrn Prof. Nesselmann in diesem Journal 
mitgetheilte Abhandlung über die Berechnung des jüdischen Kalenders. 

Aufser einigen kleinen Erinnerungen gegen diese Abhandlung erfordern 
[oleende Puncte eine nähere Beleuchtung. 

Band 26. Seile 71 sagt Herr Prof. Nesselmann, dafs die Juden sich 
mit Unrecht der grofsen Genauigkeit und Kunstfertigkeit rühmen, die ihr Ka- 
iender habe, indem es im Laufe der Zeil bis dahin gekommen sei, dafs in 
den 3 Schaltjahren, welche die Ste, I1te und 19te Stelle im Cyklus einnehmen. 
ihr Passahfest nieht auf den ersten. sondern auf den zweiten Vollmond falle. 

llierüber ist Zweierlei zu bemerken : 

I. Die Absicht, welche die jüdischen Chronologen bei der Begründung 
des Kalenders hatten, war nicht, wie manche Autoren glaubten, die, zu bewir- 
kien, dafs das Passahfest durchaus auf den 1ten Vollmond nach dem Frühlings- 
Aequinoclium falle, sondern nur, zu verhindern, dafs es nicht vor den Iten 
Vollmond und nicht nach dem 2ten Vollmond fallen könne. Denn beliebig 
versehoben es erforderlichenfalls die Alten vom 1iten Vollmond auf den 2ten. 
Dies wird aus dem Pentaleuch selbst entnommen. da der Unreine und der 
weit Abwesende das Passahfest am 2ten Monat feiern durften. Demnach kann 
es nieht. wie Herr Prof. Nesselmann sagt, als eine Abweichung oder Ver- 
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rückung angesehen werden, wenn das Passahfest einmal auf den 2ten Voll- 
mond fällt; in welchem Falle es noch immer dem Haupt-Prineipe entspricht. 

2. Scheint es nicht genau gerechnet zu sein, wenn Herr Prof. Nessel- 
mann sagt, dafs die Verrückung schon 3mal den Cyklus trifft, nämlich beim 
Sten, 11ten und 19ten; denn eigentlich findet derselbe nur beim ten und 
19ten allein Statt, wenn man nur das wirklich mittlere astronomische Aequi- 
noctium und den mittlern Vollmond rechnet. Der 11te aber wird seine Ver- 
rückung erst in 200 Jahren erhalten. 

Beim Schlusse der Abhandlung wollte der Herr Prof. Nesselmann ver- 
mittels des jüdischen Kalenders den Todestag Christi suchen. welcher nach dem 
Evangelium auf den Freitag, den 13ten des jüdischen Monats Nissan fiel. Da aber 
dies mit der Berechnung des jüdischen Kalenders vor 1844 Jahren nicht stim- 
men wollte, so schliefst der Herr Verfasser daraus mit Evidenz, dafs die christ- 
liche Zeitrechnung, wie schon manche Critiker längst historisch bewiesen haben. 
nicht richtig sei, sondern dafs mit grofser Wahrscheinlichkeit der Todestag 
5 Jahre früher gewesen sein mufs. indem damals der 13te Nissan auf den 
Freitag fiel. Es ist aber zu verwundern, dafs der Herr Verfasser, der mit 
der jüdischen Litteratur bekannt zu sein scheint. da er oft hie und da vom 
Talmud spricht, nicht berücksichtigt hat, dafs die Einrichtung des jüdischen 
Kalenders erst vom Jahre 500 n. Chr. an Statt findet. Selbst der Talmud 
soll noch gar keine feste Regeln zur Berechnung des Kalenders gehabt haben; 
und, wie verschiedene Stellen beweisen, hat der damalige Kalender gar nich! 
mit dem unsrigen übereingestimmt. 

Endlich bemerkt Herr Prof. Nesselmann, dafs die von ihm in seiner 
Abhandlung aufgestellten Tafeln I. und II. schon 1842 in Königsberg von Herrn 
Goldberg besonders herausgegeben sind. Da sie aber ohne Erklärungen ge- 
druckt worden seien, so könne er, trotz jener Schrift, seine Abhandlung für 
sein vollkommnes Eigenthum erklären. Es ist hier zu bemerken, dafs diese 
zwei oben gedachten sinnreichen Tafeln von Herrn Goldberg aus dem wohl- 
bekannten chronologischen Werke Jefsod olam des Rabbi Isaac Israel zu 
Toledo 1310. ins Deutsche übertragen worden sind. Der Verfasser jenes Werks 
giebt diese Tafeln für eine alte Tradition aus. Dies zeigt, wie scharfsinnig 
die Entwicklung der Chronologie bei den Alten schon gewesen sei. Die Ein- 
richtung der Tabellen ist in dem gedachten Werke zu sehen und daselbst auch 
zugleich die theoretische Entwicklung derselben zu finden. 
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15. 


Allgemeine Bemerkungen über Rechenmaschinen, und 
Prospeetus eines neu erfundenen Rechen-Instruments. 
































(Von Herrn Ch. Z. Slonimsky aus Bialystock in Rufsland. ) 





Jedem. der öfters grofse, zusammenhängende und mehrere Tage erfordernde 
Rechnungen auszuführen gehabt hat, ist bekannt, wie sehr anhaltendes Rechnen 
ermüdet und abstumpft; so dafs man öfter fehlt, ja bisweilen den Faden der 
Arbeit verliert und viele Umwege machen mufs. Besonders ist dies der Fall 
bei der Multiplication und Division vieler und so grofser Zahlen, dafs Loga- 
rithmen für dieselben nicht ausreichen. Die Producte der einzelnen Ziffern 
lassen sich zwar leicht aus dem Gedächtnisse finden, aber das im Sinnbehalten 
und Addiren der nicht hingeschriebenen Ziffern erfordert eine ununterbrochene 
genaue Aufmerksamkeit, und stets eine gewisse Anstrengung, welche, anhaltend 
fortgesetzt, sehr beschwerlich und abstumpfend ist. Die Möglichkeit von Feh- [ 
lern. die bei der geringsten Unterbrechung der Aufmerksamkeit unterlaufen 
können, macht aber die ganze Rechnung mehr oder weniger unsicher. Noch 
mehr gilt Alles dies von der Division, indem man bei grofsen Divisionen oft 
erst versuchsweise verfahren mufs,. ehe man den wahren Quotienten findet: so 





dafs bei so fortgesetzter ermüdender Arbeit leicht jedes bereits gefundene Resul- 
tat unsicher wird. Und wie peinlich ist es dann, die Rechnung Satz um Satz noch- 
mals durchzusehen, um sich von der Richtigkeit des Resultats zu überzeugen. 

Diesen Schwierigkeiten zu begegnen, haben schon früher Männer von 
srofser Gelehrsamkeit, selbst Lezbnetz, Mühe und Kosten aufgewendet, um ein 
Werkzeug zu erfinden, mittels dessen man Rechnungsresultate erhalte, die immer 
fehlerfrei seien und welche die beim gewöhnlichen Rechnen erforderliche Auf- 
merksamkeit und das Kopfrechnen ganz oder zum Theil ersparen. Leibnitz soll. 
nächst einem Aufwande von mehr als 24 000 Thalern, viele seiner Nebenstunden 
mehrere Jahre lang dem Nachsinnen über diese Erfindung aufgeopfert haben. 
Der Pfarrer Hahn hat über seine Maschine 7 Jahre gearbeitet; Herr Stern 
in Warschau S Jahre, mit einem Aufwande von mehr als 10 000 Thlr.; und 
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neulich hat das Riesenwerk von Babbage in England 6 Jahre Zeit und einen 
Kosten- Aufwand von 17 000 Pfd. St. erfordert. Dergleichen künstliche Werk- 
zeuge oder sogenannte Rechenmaschinen sind in der That zu verschiedenen 
Zeiten zu Tage gebracht worden; und mehreren glaubten ihre Erfinder einen 
so sichern Mechanismus und so viel Einfachheit gegeben zu haben, dafs sie 


sie für den allgemeinen Gebrauch passend hielten. Schon Müller soll für 
die von ihm im Jahr 1784 erfundene Rechenmaschine eine gröfsere Verbrei- 
tung gesucht haben. Allein bei aller Sicherheit und allen Vortheilen, die er 
bei derselben nachwies, gelang es ihm doch nicht, Theilnahme dafür zu ge- 
winnen. Auch mehrere Gelehrte, die nach ihm die Rechenmaschinen vervoll- 
kommnet haben, versuchten vergebens, denselben allgemeinen Eingang zu 
verschaffen. 

Die Ursach dieser Erfahrung, welche ich bei der von mir vor einigen 
Jahren erfundenen Maschine genauer erkannt habe. liegt nicht etwa in der 
Unvollkommenheit der Werkzeuge, sondern darin, dafs es schwer ist. den 
Rechnenden zu vermögen, seine Aufmerksamkeit, die er auf die gewöhnlichen 
Rechen-Operationen wenden mufs, in die behutsame Aufmerksamkeit auf die 
Manipulation einer Maschine zu verwandeln, und dann die Sicherheit beim Rechnen, 
ohne eigene Überzeugung, einem unsichtbaren, der Beschädigung ausgesetzten 
Räderwerke anzuvertrauen. In der That ist immer eine Verletzung oder Stockung 
bei einer Maschine zu besorgen, deren meisten Theile innerlich in ununter- 
brochener Bewegung getrieben werden, und die bald in bestimmten Puncten 
genau in einander greifen, bald wieder aulser Berührung kommen. Auch ist 
nicht, wie z. B. bei einer Uhr, die innere Beschädigung sogleich äufserlich 
sichtbar; vielmehr kann. da die Maschine selbst still steht. durch Bewegung 
der Kurbel sowohl ein falsches, als ein richtiges Resultat hervorgebracht werden. 

Auch haben die mechanischen Rechenmaschinen noch den Mangel, dafs. 
wenn das Resultat erlangt ist, die Operation nicht mehr übersehen werden 
kann, um Überzeugung von deren Richtigkeit zu haben; wogegen man bei 
den gewöhnlichen Operationen mit der Feder noch immer wieder untersuchen 
kann, ob und wo ein Fehler sich eingeschlichen habe, den man dann sogleich 
zu verbessern im Stande ist. Mit der Maschine mufs man eines aus Unvor- 
sichtigkeit begangenen Fehlers wegen die ganze Manipulation wiederholen. 
Besonders ist ein Fehler bei der Division leicht; so dafs sich behaupten läfst. 
es habe bis jetzt noch keine wirkliche Divisionsmaschine, selbst auf dem mecha- 
nischen Wege, gegeben. Denn da bei diesen Maschinen die Division in eine 
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Subtraction verwandelt werden soll, so mufs der Theil der Maschine, auf wel- 
cher der Divisor steht, unter die gehörigen Ziffern des Dividendus gebracht 
und von denselben so oftmal abgedreht werden, als die Subtraction möglich 
ist; und dann mufls wieder der bewegliche Theil um eine Stelle weiter gerückt 
und auf die nemliche Weise für jede Ziffer des Quotienten verfahren werden. 
Der Rechner mufs also bei jeder Umdrehung der Kurbel genau beobachten, 
ob der Dividendus nicht schon kleiner als der Divisor geworden ist. Hat er 
durch Versehen die Kurbel sogleich zu hemmen verfehlt, so ist seine ganze 
bisherige Rechnung vergeblich, und die Operation mufs von neuem gemacht 
werden. Bei meiner mechanischen Rechenmaschine ist dies schon der Fall 
nicht: weil die Kurbel. sammt dem Räderwerk, sowohl rechts, bei der Addition 
und Multiplication, als bei der Subtraction und Division links gedreht werden 
kann. und also bei jedem begangenen Fehler die ersten Ziffern zurückgebracht 
werden können; welches besonders für die Division, für die Regel de tri und 
andere zusammenhängende Rechnungen von Nutzen ist. 

Es ist auf solche Weise leicht zu sehen, weshalb mechanische Rechen- 
maschinen keinen Eingang finden. Abgesehen von ihrer grofsen Kostspieligkeit 
und der nöthigen vorsichtigen Aufmerksamkeit auf ihre Handhabung, damit weder 
die Maschine, noch die Rechnung leide, wird man auch bei einem für zuver- 
lässig gehaltenen Tustrumente Rechnungen, die man oft dem Kopfrechner nicht 
zutraule, nicht einem Mechanismus anvertrauen wollen, von dessen innerem 
guten Zustande und von dessen richtigem Gebrauch, ja selbst, ob beim An- 
fange der Rechnung keine fremde Zahl in der Maschine gewesen sei, man 
sich nur vermittels des gewöhnlichen Nachrechnens zu überzeugen im Stande ist. 

Man hat sich deshalb auch um Zabellarische Hülfsmittel bemüht; das 
heifst, um Mittel, die ihren Grund in bereits fertig ausgerechneten Zahlen haben, 
und durch welche gewissermafsen vermittels der vor unsern Augen geschehenden 
Operationen das verlangte Resultat gefunden wird. Solche Tafeln sind zwar in 
Hinsicht ihrer Einfachheit zuverlässiger als die mechanischen Rechenmaschinen, 
aber mit allen bisherigen Versuchen dieser Art ist man noch nicht dahin ge- 
kommen. dem Rechner dadurch eine wesentliche Erleichterung zu verschaffen. 
Die einzige und vorzüglichste Erleichterung für Multiplicationen und Divisionen 
würde sein, wenn man im Stande wäre, vermittels irgend einer sichern und ver- 
läfslichen Operation von jeder vielziffrigen Zahl die 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 
Yfachen gleich mit einemmale zu erhalten. Dann hätte man für eine Multiplication 
nur eine Addition und für eine Division nur eine Subtraction zu machen. Verlangte 
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man z. B. die Zahl 73948 mit 8967 zu multiplieiren, so würde man, da die S 
einfachen Producte der Zahl, nemlich das 2, 3, 4, 5. 6, 7, S und 9fache von 
73948 schon ausgerechnet sind, von denselben nur die Producte mit 7. 6.9 und S 
unter einander, jedes um eine Stelle links gerückt, abzuschreiben und zu addiren 
haben; welche Summe dann das verlangte Produet geben würde. Bei der 
Division wäre umgekehrt zu verfahren; nemlich, wenn man immer von den 8 
einfachen Producten des Divisors dasjenige, welches das nächste zu den letzten 
Ziffern des Dividendus ist, von demselben subtrahirte, so bekäme man nach 
und nach alle Ziffern des Quotienten. Man ersparle also so bei der Multipli- 
calion das Multiplieiren, bei der Division aber das probirte Dividiren. und nach- 
her bei jeder gefundenen Ziffer des Quotienten das Multipieiren. 

Aber diesen Zweck auf dem sichersten Wege zu erreichen. nemlich 
von jeder vielziffrigen Zahl ihre S einfachen Produete unmittelbar mit einem- 
male darzustellen, ist durch alle bisherigen Versuche noch nicht eeluneen. Die 
bekannten Neperschen Stäbe, oder die aus denselben zusammengesetzten Ma- 
schinen von Caspar Wolf, geben nicht die S einfachen Produete jeder belie- 
biven Zahl vollständig, sondern man mufs noch bei jedem einzelnen Produete 
die Zehner jeder multiplieirten Ziffer zu den nachfolgenden Einern in Gedan- 
ken addiren: und die Zehner und Einer stehen überdies in einer uneeschickten 
Stellung: nemlich in einer Reihe nach einander vermengi. welches beim Addi- 
ren genaue Aufmerksamkeit erfordert und für die Multiplication unbequem und 
dadurch unsicher, zur Division aber gar nicht anwendbar ist. weil sich nich! 
die Reihe der Zahlen erkennen läfst. welche nach ihrer Zusammen - Addiruno 
der Zehner mit den nachfolgenden Einern die nächste zum Dividendus ist. 

Selbst die bekannten Multiplicationstabellen. welche, bis zu einer gewissen 
Zahl. von jeder Zahl ihre 8 einfachen Producte unmittelbar anzugeben bestimm! 
sind, konnten den verlangten Zweck nicht erfüllen. Abgesehen von der Un- 
sicherheit derselben. da für die Correetur von Bänden starken Zahlentafeln keine 
Bürgschaft Statt findet, geben sie auch nicht von jeder vielziffrigen Zahl die 
verlangten S Producte unmittelbar, sondern man mufs die Ziffern jedes ver- 


langten Products von verschiedenen Stellen her zusammenlesen und nach einer 

gewissen Ordnung abschreiben: welches bei der Multiplication Geduld und Vor- 

sicht verlangt. bei der Division aber, weil sich nicht alle 8 Producte des Divisors 

mit einem Blicke übersehen lassen. um unter ihnen das nächste am Dividendus 

herauszufinden, unanwendbar ist. Sollen dagegen solche Tabellen bis zu einer 

Tziffrigen Zahl vollständig sein, so dafs sie von jeder Zahl alle 5 einfachen 
24* 
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Producte ohne weiteres geben, so erfordert dieses, wie Herr Crelle zu seinen 
Tafeln bemerkt hat, 117 Quartbände, jeden von 127 Bogen stark. 

Dieses Alles erwogen, erlaube ich mir, ein neues, von mir erfundenes 
Rechen- Instrument, welches an Einfachheit, Sicherheit und Zuverlässigkeit vor 
den oben gedachten Maschinen sich auszeichnen dürfte, hiermit den Sachkennern 
und den Rechnern zu empfehlen. 

Dasselbe besteht aus einem hölzernen Kästchen von 14 Zoll lang, 10 Zoll 
breit und 2} Zoll hoch, welches von jeder, bis auf 7 Stellen beliebigen Zahl, 
die auf dem Kästchen mittels einer leichten Operation aufgestellt wird, alle 
S einfachen Producte, nämlich das 2, 3. 4. 5, 6, 7, S und 9fache, unmittelbar 
in S untereinander geordneten Reihen vollständig giebt, so dafs für jede Mul- 
tiplication nur eine Addition und für jede Division nur eine Subtraction zu 
machen bleibt. 

Mittels einer andern einfachen Operation mit diesem Instrumente läfst 
sich auch jede beliebige Quadratwurzel ausziehen. ‘ Die Wurzel der 2 ersten 
Zilfern jedes Quadrats giebt das Instrument unmittelbar. Stellt man das 2fache 


der gefundenen Wurzel auf, sie sei z. B. gleich «, so giebt das Instrument 
die 2 übrigen Glieder, nemlich 2#b-- 5° für jeden Werth von d, von 1 bis 9. 


Man darf dann nur das dieser Columne des Quadrats nächste Product von dersel- 
ben subtrahiren und mit dem gebliebenen Rest auf die nämliche Weise u. s. w. 
verfahren, so findet man nach einander alle Ziffern der Wurzel. Es werden 
also so die beschwerlichsten Operationen bei jeder Ausziehung der Quadral- 
wurzel, nemlich die Versuche, um die richtige Wurzel zu treffen und nachher 
mit dersiben das Glied 2a#--5 zu multiplieiren, erspart. 

Die Vorzüge des Instruments vor den bis jetzt bekannten Hülfsmitteln 
sind einleuchtend. Bei den gewöhnlichen mechanzschen Rechenmaschinen, wenn 
sie auch alle Additionen und Subtraciionen verrichten, wiegen die Vortheile die 
vielen oben bemerkten Nachtheile nicht auf; die sie vielmehr zum allgemeinen 
Gebrauch ungeschiekt machen. Dagegen hat das Instrument vor den mechani- 
schen Mitteln folgende Vorzüge. 

Il. Es ist zuverlässig, weil es seine Resultate nzchl auf mechanischem 
Wege hervorbringt, nemlich nöcht durch Bewegung. Es beruht vielmehr auf 
einem besondern Zahlentheorem. Ich habe dieses Theorem Herrn Crelle mit- 
gelheilt, und er hat einen allgemeinen Beweis davon gefunden. Der kleine 
Mechanismus des Instruments nimmt an den Berechnungen gar keinen Antheil, 
sondern ist blofs da, um die für die Anwendung des Theorems erforderliche 
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Manipulation schnell und leicht hervorzubringen. Ist dieselbe hervorgebracht, 
so liegt die Richtigkeit des Resultats dem Rechner deutlich vor Augen, ohne 
weiter dem Mechanismus im geringsten vertrauen zu dürfen, während man bei 
den mechanischen Rechenmaschinen sich blindlings auf verborgene und com- 
plicirte Mechanismen verlassen mufs. 

2. Bei jedem Resultat bleibt sowohl die erste aufgestellte Zahl, als die 
ganze Operation noch sichtbar, so dafs der Rechner mit einem Überblick von 
der Richtigkeit des Geschehenen sich überzeugen kann; auch wenn er die 
Operation durch Jemand Andern hat verrichten lassen. Hat irgend ein Fehler 
bei der Operation Statt gefunden, so wird er deutlich bemerkt und ist leicht 
abzustellen: während bei den mechanischen Rechenmaschinen, weil die Operalio- 
nen selbst ganz verschwinden, ein begangener Fehler nicht zu bemerken und, 
wenn man ihn auch kennte, nicht mehr zu verbessern ist. 

3. Die Maschine bietet ihrer Construction nach, denn sie ist aus gleichen. 
massiven, mehrentheils hölzernen Theilen zusammengesetzt. deren Zusammen- 
stellung und Bewegung höchst einfach ist, die gröfste Sicherheit dar. Sie kann 
fast nie Schaden leiden; und wenn es auf irgend eine Weise geschehen sollte, 
so ist der Schaden äufserlich sichtbar und leicht wegzuschaffen. 

4. Will man vermittels dieser Maschine mit Multiplicatoren, Divisoren 
und Wurzeln rechnen, die mehr als 7 Stellen haben, so braucht man nur zwei 
Exemplare der Maschine neben einander zu setzen; diese beiden geben dann 
mittels einer kleinen Operation, gleich einer einzelnen Maschine, Zahlen von 
12 Stellen. Überhaupt läfst sich durch a nebeneinander gestellte 7ziflrige Ma- 
schinen eine Maschine für Zahlen von 6n--1 Ziffern herstellen. 

9. Da die Maschine sehr einfach ist, so läfst sie sich von gewöhn- 
lichen Arbeitern verfertigen und ist verhältnifsmäfsig sehr wohlfeil; sie kann, 
fabrikmäfsig verferligt, höchstens 6 bis 7 Thlr. kosten. 

Eine solche Maschine habe ich während meines kurzen Aufenthalts in 
Berlin verferligen lassen und auch der Akademie der Wissenschaften in ihrer 


Silzung vom Sten August vorgezeig!. 


Bemerkung des Herausgebers dieses Journals. Der Herr Verfasser 
der vorstehenden Abhandlung erwähnt in derselben, ich habe bei meinen Rechen- 
tafeln geäufsert, die 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9fachen aller 7ziffrigen Zahlen 
vollständig zu drucken, würden 117 Quartbände jeder von 127 Bogen nöthig 
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sein. Dem ist allerdings so: aber ich habe auch durch die That, nemlich durch 
eben jene Tafeln. bewiesen, dafs sich die genannten Producte auch in einen 
einzigen Band von 125 Bogen bringen lassen. Die Producte stehen hier frei- 
lich nicht jedes in einer und derselben Zeile, aber sie sind recht gut eines 
neben dem andern zu übersehen. Auch meine frühern, in Octav gedruckten 
Rechentafeln vom Jahr 1820, welche die 2, 3. 4 bis 1000fachen der Zahlen 
von 1 bis 1000 angeben, würden nur eenen Quartband füllen. Gegen die Rechen- 
tafeln. als Hülfsmittel beim Rechnen, dürfte also wohl der Einwand. dafs sie 
zu voluminös sind. nicht Statt finden. Auch dafs bei dem Druck Fehler ent- 
stehen können. dürfte kein Einwand sein: denn die Druckfehler finden sich. 
wenn die Correetur, wie es geschehen mufs, rechnend gemacht wird, fast 
ohne Ausnahme: und die dennoch etwa bleibenden wenigen Fehler finden sich 
beim Gebrauch der Tafeln allmälig; und sind sie alle gefunden, und werden 
dann die Tafeln stereotvpirt. so sind deese für immer fehlerfrei. 

Ich will es indessen gern zugeben, dafs eine gut ausgedachte, und be- 
sonders eine recht einfache Rechenmaschine, vielen Rechnern angenehmer 
sein wird. als irgend eine gedruckte Rechentafel. Eine solche gute Rechen- 
maschine scheint mir. von den beiden. vom Herrn Verfasser aufgestellten, be- 
sonders die zweite. hier oben beschriebene zu sein. Herr NSlonemsky hat die 
(Güte gehabt. mir seine beiden Maschinen und ihren Gebrauch zu zeigen. Beide 
sind nach meiner Meinung ungemein sinnreich, und die zweite ist höchst einfach. 

Das Zahlentheorem. auf welchem. wie der Herr Verfasser ın der Ab- 
handlune bemerkt. die zweite Maschine beruht. ist ebenfalls recht interessant: 
ich werde es. nebst dem Beweise desselben, auf welchen ich gekommen bin. 
bekannt machen. sobald der Herr Verfasser über seine Maschine verfügt ha- 


hen wird 
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16. 


Aufgaben. 





1. Von Herroa Stud. Eisenstein. 


D:. beiden Producte 
ar 2 \ 2 ze at aLo% 
A--2 sing)(l--zsin?y)(I--z sin3g)....(I+- 2 sinny). 
1-2 cosp)(I--zcos?Iy)(l-+-2c0s3gy).... (1-2 cosny) 


\ 


nach Potenzen von z£ zu entwickeln. 


2. Von Andern. 


Wenn man aus den m Facloren 
WE WE SE SEGEN 
ne se ht 
Bi ara + 


ın) 
alle möglichen Producte, jedes von »m Factoren, unter der Bedingung auf- 
stellt. dafs in keinem Product mehr als ein a, ein d, ein e etc. und auch kein 
Zeiger der a, db, e .... mehr als einmal vorkomme, so also, dafs z. B. für 
die 3° == 4 Gröfsen 

d,, Di, €; 

A;, b,, 6, 

d;, b;, 6; 
die Producte folgende wären: 

a,b.6,, ab,;c,;, qa;b,6,. @b,c,, a,b,e&,, a,b,C,, 

so ist die Anzahl der auf diese Weise möglichen Producte bekanntlich 


— 1.9,3.4.5.... 


Welche ist nun die Zahl der Producte, die übrig bleiben. wenn be- 
stommte a, bestimmte b, c, d etc. gleich Null sind? Z. B., welches ist die 
Zahl der Producte obiger Art, jedes von 8 Factoren. aus den 64 Gröfsen 
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4, 6, 6, di, &, f1; 91, 4. 
4;, d,, 62, dı, &, 2, 9, Ar, 
4;, b;, C,,.d;, 05; 5» I5» h;. 
Ud;, b;. C;5 d,, es fi; Ji» h;. 
d;, b;,; C;, d,, 6; 5 Is» I: h,. 
G;; Dir Co; d;, &; ls» I, Rs- 
4;, b,, 6, d,, e, f-, 9, h;. 
Ay, Ds, Ey; Ay, 6; fs» 9, Rs 
wenn 

dj, b,, Cı, dı, &;, fı; Jıs ki 

G7, Dar Ca dr er fr 9; a) = 0 sind? 

d, und r,\ 





Druckfehler. 


Im 26ten Bande S. 156 Z. 11 v. o. lese man 
bei jener ein Rotalions-Ellipsoid, ein Rotations-Hyperboloid und einen der Länge 
entsprechenden Winkel einführt; 
anstatt 
bei jener mit einem Rotations-Ellipsoid, einem Rotations -Hyperboloid und einem 
der Länge entsprechenden Winkel ausreicht; 
Im 27ten Bande 5.355 Z. 7 und 6 v. u. müssen die Worte 


und mithin, da nach (a.) jedes p—r einem r gleich ıst, auch kein » —o 
einem r 


und Z. 4. v. u. die Worte 
jedes »—o einem o gleich. Das heifst 
weofallen 
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17. 
Eintwicklung der Funetionsweise der Bernoullischen 
Zahlen. 


(Von Herm Dr. O0. Eisenlohe zu Carlsruhe. ) 


g. 1. 

a 
Soviel mir bekannt. hat man zwar die zurücklaufende Bildunesweise. aber 
bis jetzt noch nicht die eigentliche Funetionsweise der sogenannten Bernoulli- 
schen Zahlen gefunden; jedoch kann diese Aufgabe ohne Anwendung der hö- 
hern Analysis durch ein eigenthümliches Verfahren gelöset werden, welches ich. 
da es mir nicht unwichtig scheint, hier mittheilen will. Ein Theil der auf die- 
sem Wege von mir erhaltenen Resultate ist zwar schon von andern Mathe- 
matikern angegeben worden; um aber die vollständige Entwicklung sehörig 
auffassen zu können, ist es nothwendig, diese Angaben hier zu wiederholen. 

Um diesem Aufsatze keine allzugrofse Ausdehnung zu geben. habe ich 
mich genöthigt gesehen, bei der Entwicklung der einzelnen Gesetze den von 
mir eingeschlagenen Weg meistens nur im Allgemeinen anzudeuten und die 
oft sehr weitläufigen besondern Umformungen wegzulassen, insoweit es ohne 
der Deutlichkeit Eintrag zu thun geschehen konnte. 


I. Umformung der Reihe 1-2" +3" ....-z” in eine Reihe 
nach den Potenzen von x. 
$. 2. 


Setzt man zur Abkürzung 

1. San) = VHr4H3 4... 4y4...+H@—1 tar, 
so kann diese Reihe umgeformt und durch eine andere, nach den Potenzen 
von x geordnete Reihe dargestellt werden. Es ist nämlich für n— 0 


S(2,0) = !IV!IJ4.. 10 — x 


und für 2 — 
S(x, 1) — 1 -2--3 Fee. rX —— 42(0-- 1). 
Um aber für höhere Werthe von n die Umformung ausführen zu können. ha! 
man zu berücksichtigen, dafs. wenn 
SH) PIPFLFL.. ty... 
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oeselzt wird. die Reihe 


y"(y-l)-... +2" = S(z,n)—S(y—1,n) 
veselzi werden kann. Man erhält nun, wenn n—I statt n geselzt wird, 
S/’z,n—1) MA L3mL,.. +y't...+2"7'; 
also 
gg +... +@-1 42" =S(@,n-1), 
VALzIL,..+y”4..+(2-Dr-+.=8$(2,n-1)—S(1,n—1), 
30-1 


My... +(2-N)" 27T =S(2,n—-1) —S(2,n—1), 
yıt...+(2-N)"+2"=N(2,n-1)—S(y—1,n-1), 
(N) 2" =N(d,n—1) —S(2-2,n—1), 
a" N(z,n—l) —S(c—1,n—1). 
Werden diese Reihen zusammengezählt, so ergiebt sich 
P-LY?+ SH... 4 t.. Haste 
v.S(a,n-1) —N(,n-N)—I(2,n-1) —....—N(yn-1)—....—N(c-1,n-1). 
oder 
2. IS(z,n) = 2.8(2,n —1)— Zy.S(yn—I1), 
yv=1,2,3...,(2—1); 
wo das Zeichen Fy bedeutet, dafs dem y alle ganzen Zahlenwerthe von I 
bis und einschliefslich ae —1 gegeben werden sollen. 
Dieser Ausdruck giebt die zurücklaufende Bildungsweise für I (x, n) 
und kann auf verschiedenen Wegen zur unabhängigen Bildungsweise führen, 


=) - 


von welchen Wesen der einfachste der ist, wenn man die Reihen, welche für 
mehrere Zahlenwerthe von 2 entstehen, zusammenstellt. indem sich alsdann 
das Gesetz der Bildungsweise hieraus leicht ergiebt. 

Man erhält z. B. für n — ? 
(2,2) 2. (2,1) — N 1,1) — (2, I)— ....— S(y, l)— ...— SN(12— 1,3) 


Nun ist aber 





ö +1 gi : PB y+1 5 yıı 
N st, I) — Jd. 7 211 y) S(y; 1) rore y . v2 [2 lı 9 
daher wird 
S z gilt j21ı yzıı ya (v— 1)’ 
k (w, “] ° | . 21 211 PER j1ı 5 u 21 nnd De (211 
BL (a — 1)?! 
Sc x Zu ZEIE 
v.(2+1)(2x2 +1) a > a 
_ A ” . v —- ET er u’ 
3i 3. - MH 
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Man tindet auf diese Weise 
S (2,0) —— LT, 





N/ 1) x* ! Rn 
FE) ET 
»3 2 
u; N A d 
S(2.2) = — t—-+2 2 
> T, - ) 3 | 9 | a 12 « 
xz* , x?° a. 
S(r, 3) ee 4 7 a 2 1 3 . 19 “ 
j x’ r* x’ gi 1 
N y = —. a ine. Ale, wine = . 
(2%) u 1%, 3. 12 1311 °490° 
. = r ® P r? : ” r k 53 | —] x* 
r i un . 
A) L En ee 1 — ii .).” _— oo. _ Z— — : 
(239) 6 21 12 1311 °120 
i es ‚En |. H1-1 2° a 
Ba6) = 4 1 nn | 
r _— = Y 7 > . r . o « 
(2,6) / - 12 CHE 20 >12 2809 
S/»”7 er er a 1 a 
DIN) TI TB TI OT PO 
u: 
N 90N xy?! x? In! | —1 y\ be) YO | — | yıt 20 | —| r! > Pi \’ | — | 7 15 
Sr, —— — r a —, __ —_ oo - R 
Eee 21 2 pre 22 131° 120 1511 252 171 940 
IQ gt 2011-1 so. 691 I0HPI—-1 1° 20H -1 361; 
at er “ an Be es nneNng .r Dee 2; . ” ER e ae - 
1’!ı 132 yt1ı-ı 32760 131 12 ytölı S160 
201 5 43867 _ 2091 _ 174614 
ytrıı 14364 111 7766500 
S/ 94‘ r*? gg} e Yyılmı r}? Yp3ı-! g!*® Yypdı-ı rt Yyımı yiıa 
Sale rg rtron Rt prtmt Pr mir 
a?! gi? 211-1 PAY 691 aylB3I-1 28 2Pı-1 pe 361; 
er. .; O0 TE “ ru re “ “ m . \ a * BEE er e .% . 
ı gpu 132 ytııı 32760 1311 719 yıaıı S160 


aut , 43867 211-4 , 174614 
a Te . wor u . ee 
dh 14564 se 6600 
In diesen Reihen treten als Coeflicienten der einzelnen Glieder gewiss: 
Zahlen auf, welche nach ihrem Entdecker Jacob Bernoulli die Bernoullischen 
Zahlen heifsen, und deren Bildungsweise noch unbekannt ist. Die Bezeich- 
nung derselben ist folgende: 








X 
D3) Bass ? h — - h e “ D) — l Y Ds 691 — . 
a 6 ” 32760 2730 
1 1 i 1 / 
BB, — 4. _ — i 3. —= 14.——— - 
. * 120 30 ° ‚ i2 6 
u m 3617 3617 
BB. a 5) - u ı e NaFR — 1b. s En ; — = 
252 42 | S160 >10 
. | 4 43867 43867 
- —— 5. nv —— ü „3,- — 18. = — m 
240 x ! E08, 14364 /’98 
y% 1 $ i 461 i l ‚4611 
Y == 10 r - =— Vs TE 4 10 are yi n h WEL — — nn 
132 Ah 5600 330 
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Führt man diese Bezeichnung slatt der Zahlencoöffiecienten in die Reihe ein, 
und bemerkt, dafs die Bildungsweise von NS(z,n) für ein gerades und für ein 
ungerades n verschieden ist, so erhält man allgemein 

3. N (a,?n) 


zur , a ti (2nyI-ı 9, 








L _ RD zz In —3 

y 11 >) j! 1 ® > .L >11 » 4 A -- 

fi | ( Im -} —1 

{ , It) he B, gan FE |_ RER, m CL) ud Brm+ı In—?Im—1 2 

gsi dc‘ sr m+llı "2mH+2" | R 
2 EIN iu Ban; 2° E47 \n—1 (2 7 zuuaaete 1-1 Ban vn. 
(— _—— ° . -(—) —— _——, 
\ J ® jr %n—? I\ J ® 2! 1 u In 
und 
Y 
4. S(a,2n--1) 
xt? gut Ra 8, _. . Ru" BB 
I l a FE E . B- >- a - x . [7 = SR SE 

2n+?2 ? 38 2 er + 

) ru LA 12m +11 — 

In + | ) | ö B, r nm __ | ( —y (2n+ 1) mr ' Ban ri in=2m _ Im = 

pn 6 ET, e | 
fi ' mn -3—1 sit dm 

ne In x 1) Ban 4 / \n—l (22 +1)?” ai hi Ban-ı u 

( J RN ” : ) 3 1} L . en ® z u We 7 Ey ui . a [2 KL . 
Bel In—2 nn, (aan an 


In diesen Gleichungen bedeutet (für p =?In und p = ?2n--1) 
S(2,p) = P- PP... 4zr, 

DB, = die (m--I)te Bernoullische Zahl und 

m X... X(p— 2m) 


2m) (2m+1) 


» p.(p—12).(P—2) 
j | ( 


Au 1:2, X 

Diese beiden Formeln geben das Gesetz an, nach welchem die durch 
Sı.,n) bezeichnele Reihe in eine andere nach den Potenzen von x veord- 
nele Reihe umgelormt werden kann. Da aber die Bildungsweise der darin 
als Coöffieienten auftretenden Bernoullischen Zahlen unbekannt ist, so hat man 
diese noch zu suchen. Zur Lösung dieser Aufgabe können zwei verschiedene 
Wege eingeschlagen werden, auf welchen man sowohl die zurücklaufende als 


auch die unabhängige Bildungsweise für B,,., erhält. 


Il. Aufsuchung der zurücklaufenden Bildungsweise der 


Bernoullischen Zahlen. 
Aus den Gleichungen 3. und 4. kann die zurücklaufende Bildungs- 
weise für B,,_, leicht gefunden werden. Da nämlich beide Gleichungen für 


2n—l 


jeden Werth von x gelten müssen, und für 2 — 1, wo 
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S(2,2n) =1, S(2,2n-+1) —= 
ist. die Potenzen von x wegfallen, so erhält man aus 3. 
1, 1, am 8 Am, An, 


_— a a Ye u’7—. on. u... 


Aa! pet Pt plı "6 
(2n)° he Di Bap-ı ® ( y-2 (2n)?"3 1-1 Bru-3 4 (—)" 1 (2n)‘ Bun Bru-ı 


9 Aa 2 al 09 


(—)P. Q?p+ti "+2 





— 





oder 





ä 3 nm , (a BB, ia DB, 

“ 0.22 fe A 

Bis gay EN Ban 
Drtılı 242 Be u 


_ 


Und ebenso erhält man aus Gl. 4 
n (Anm 8 Ar’ Srypl (2n+5P 1-1 8, 








h. Ü) — 2n+2 % f\ | n * 2 Bi 13 | 1 "4 5 o 6 mm 
pP, (2n-1)? pri 1-1 Brr+ 1} ! —)"? (2n +1)" 1-1 BB}, -3 
a ee a 5 


_yr (Anti) r-ı11-1 B,,_ 
+ a rn eu 


Diese Formeln hat schon Moivre auf anderem Wege gefunden. 


$. 4. 
Um eine zweite Bildungsweise zu erhalten, setze man allgemein 

7. N(az,n)— B(n,n--1).2""--B(n,n).2"+B(nn—1).2""--B(nn— 2). - 
+ B(n,n — m-+1).2""""+.... + B(n,2).2’--B(n,1)..x'. 
Hier ist zu bemerken, dafs alle Coöfficienten von der Form B(n,n— 2). 

(n,n—#), .... B(n,n—2p—?) —=0 sind, und dafs die Bildungsweise der 
beiden ersten Glieder von derjenigen der folgenden Glieder verschieden ist, 
Man hat nämlich nach Gl. 3. und 4. 


.“.... 


1 
nr nr m — 
B(n,n--1) — „IT? 


mt+i|-1 9, 


—Im+i 


B(n,n— !m—1) — (— p.- Tr md 


Ferner ergiebt sich noch, dafs die Werthe dieser spätern Coefficienten 
allein durch die Werthe von n und m bestimmt werden. 

Durch die Verbindung der beiden in Gl.2. und Gl. 7. für S(z,n) an- 
gegebenen Formeln läfst sich eine andere Bildungsweise der Bernoullischen 
Zahlen entwickeln. Da nämlich nach GI. 2. 
















































1, 
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S(z,n) = ©.8(z,n—1)— Zy.S(y,n—1) 
Y =1,2,.... (c—1) 
und nach Gl. 7 
S(y,n—1) = 3,.B(n—1),n—m).y"” 
m ==(, Bu SE (n—1) 
vesetzi werden kann, so hat man nur für S(y,n—1) diese Reihe in den obigen 
Ausdruck für N (x, n) einzuführen. 
Es ist aber 
S(a,n) = 2.S(2,n—1)— Zy.S(y,n—1 
y=1,2,.. ..(x—1) 
— (7r1)S(, an —1)— Zy.S(y,n—1) 
yall.sk. 
Ferner ist nach Gl.7. 
n- A B(n-1,n).1”- Bin-1,n-1).1""- u TBn-1,n-m) 1". B(n-1,1).1'. 


‚n-1) —= B(n-1.n).?'+-B(n-1. ag vl a ai aa RT -B(n-1,1).?'. 


y,‚n-1) = RE Bn n- 1. ‚N- N) > Bin- . nm) yi u Pr LBin-1. 1). y\ 


c,n-1)—= BL Nn- 1. ‚n).xc"— Bin-1,n-1).2"'2..- B{ u n- Bee ar”- 1 Ban-1, y | 
Zählt man diese Reihen zusammen, so ergiebt sich, da 
17" -- 9" ,..4+2°7" = S(z,n— m) ist, 
Zy.S(y‚n—i) = ee er S(z,n—1)-+. 
yabla.# ,4B(n—1,n—m).S(z,n—m)-+....+B(n—1,1). Sa) 


Daher wird 
NS /z.n) — (2-1).S (@,n-1)—B(n-1,.n).S(z,n)—B(n-1,n-1).S(z,n-1) —.. 
a —.. — Bün-1, 1).S(x. 1 


odel 


I+-Bin-1.n)).S(x,n) = (2--1).S(2.n-1)— B(n-1,n-1).S(z,n-1)—... 
.— B(n-1,n-ın).S(z,n-m) — .... — B(n-1,1).S(x,1). 
Führt man in diesen Ausdruck die Werthe von S(z,n-1), bis S(z,1) aus 


der Gl. 7. ein und ordnet die Reihen nach den Potenzen von X, so erhält man 
(1-+-B(n-1,.n)).S(z,n) 
= Bin-1.n).@" "2". [B(n-1,n-1)--B(n-1,n) —B(n-I,n). B(n-1,n-1)]. 
F rre - Bin-1.n-1)— B(n-1,n-1).B(n-1.n-1) FERNE BEER rei 


Ei B EN N- u IB: Bo BEN n- di BRD Ban-i, n-Mm- 1) 
— Bn-1.n-2). B(n-2,n-m--1) — ....—B(n-1.n-p). B(n-p.n-m-1)—... 
.—B(n-1 MAR i PIERRE 1) 


z'[Bin-1, —B/ ei, N- 1) Bün-1. 'B BL ‚N- 2.B! n=2. 1)—....— B(n-1,1).B(1.1)]. 
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Diese Reihe ist mit der in Gl. 7. angegebenen identisch, und somit müssen 
die Co6fficienten gleich hoher Potenzen von x ebenfalls identisch sein. Dadurch 
erhält man folgende allgemeine zurücklaufende Bildungsweise dieser Coöflieienten 
9 Bin,n—m--1)— Fan rare [B(n— 1,n—m)+4B(n—I.n—m- 1) 

— B(n—1,n—1).B(n—1.n—m--1) 

— Bin—1,n—?).Bin—?.n—m--1) 


— 


— B(n—1,n—p). B(n—p,n— m--1) 


/ 


— B(n—1,.n—m).B(n—ın,n—ın -U)] 


Führt man nun die Zahlwerthe der drei ersten Coöfficienten. nämlich 
i 1 2 rt 
— n+1? B(n,n--1)—= 52 B{n, n — [) Er 


in die Gl. 9. ein, setzt daselbst ?n-+-?2 statt m und berücksichtiet, dafs 


B(n,n--I) = 


B(n—1,.n— 2m—?) — B(n—1,n— In—?).B(n—Im— ?,n— Im— |) 
n—2m—2 Pr 
—= ——— ,B(n—I,n— I!m—? 
n—2m—1 : 
und 
B(n—1.n— m —1)— B(n—1,n —1).B(n —- 1,n— ?!m— |) 

— B(n— I,.n — ?m — 1).B(n— Im — I1.n — Im — 1) 0 
ist. und dafs alle Coöffieienten von der Form B(n —1,n — ?p —1)—=0 sind, so 
erhält man für die spätern Co@fficienten der Reihe S(z,n) folgende Bildungsweise: 

10. B(n,n— ?m—1) — 
.B(n—1,n— An—?) — B(n— 1.n—2).B(n— ?,.n— !m—-1) 


n E —2m— 2 
„+1 "In— 2m—1 

— B(n—1,n—4).B(n—4,n— Im—1)— ....... 

— B(n—1,n—?p).B(n— %p,n —Im—1) — 

— B(n—1,n— Im). B(n— Im, n— Im — | |. 
Nach dieser Formel können nur die spätern, nicht aber die drei ersten Coefli- 
cienten der Reihe für S(xz,n) berechnet werden. 

Setzt man nach @l. 8. 
war H I R 


Bin. n-a—1) = ip. _ Dan 
(n, n Im 1) ( ) 1?” Hi) 2m-+2 9 


also 
B(n—1,n—2p)x B(n—2p,n— Im—1) = 
ya IT Bapmı „ Bamarptı 
\ pet gar 9 N 2m—2p+2’ 
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so wird 
n n—2ım— 
an. Br en — — Nn— — Im — 
B(n,n—2m—1) n+1 a Bian-1, * 
yn N (n— 1)?” 1 (2m)?r-! | vun Dap-ı 
| ( : n+1 2 ri 12r—1 1j1 < 2» ? 


Dan-ıp 





Im— 


+1 


2p+2' 








Um die Gröfse B(n—1,n—2ım—?) zu entfernen, seize man zur Abkürzung 


| 


die von n unabhängige, 



































durch Ip bezeichnete Reihe —=2, so erhält man: 








n n—2m—?2 n (n—1)jrI-! 
ee —— , B(n—1.n— an —2)1 — .— z, 
Bin, l 7 ) n+1 GEBE zn TE ( ’ )) I n+1 [rt 
n—1 n—2m—3 n—1 (n— 2)?” er 
/ „n— Im— 2) = — .—— 5 BR n— 2,n— Im—3)+ _ 2 
aı__n—2 n—2m—4 : „a A ante 3 
2.n— Im —3)—=—— .———,B(n—3.n—Im—4 —.—. 2 
Bin 2? d J n—1 ne Im—3 ( )- 1- n—1‘ 22 2m | 1 ng) 
’ Nn—8 1 n— a . 
B(n—s-1.n— Im—s) = - + ei een B(n—s,n— Im—s— 1) 
n—s12" n—m—s 
r ns (n— 2 Ehe 2 
I n—s-+2 42m l —1 u 
Da aber für s —= n—2m—1, B(An-+1,0) = 0 wird, so hat man 
Bin, ER 
z 1 / 7 ..9 )) Y y 
— (aa er I n—Qm—? 2m+2|1_ ia I 42m+2[1 
(nn +-1)(n— 2m 1) EL wi ( ) t ( ) - 
Imt1 nmtrlıi 
er Berk * 
oder, wenn für z und B(n,n—2m—1) die obigen Werthe eingeführt werden : 
1 Bmzı __ mtl [Fam I BB, Bancı 
Qmf2 —amt3L 1m 2° 2m 
am DB Baus 
1311 " 4 '2m—2 
u . . . . . . 
(2m)’r=! age PB Brm-2p+1 
 par-ılı 2p " 2m—2p-+2 
+ pet mogöl Ba 
(2m)? 1-1 Bim-3 B; 
T msi mt 
+ * Bim-i Bd, z 
ri) 1 y 2Zm—1 . 2 ’ 
oder auch, da 
(2m-2). 2m+1 (2my’r1imı 1 1 41 (QAm+2)r 1-1 
<m- 2m+3' 12er "Ip "2m—2p+2  2m+3' 2p|1 
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R: (2m+2)? —! u 
12 ) In I) ): B,, 4 u nur ji lı . 3, X Ei, 


(2m+ 21-1 


. 9%, p 4 Bn_ 


q#lı 
(Im+2)r1 x 
> (2P 1 e B,, I x 7 2m—27 I 
mar AR: 
wo 12m? | l em / 
Bi \ 2m I—1 
(2m N au TA D. “„ 
12” 4 2m rg 
Dieser Ausdruck giebt gleichfalls das Gesetz der zurücklaulenden Bil- 


dungsweise für B,,., an. und wurde schon früher von L. Euler in seinem 
Instit. Caleul. diff. II. $. 123. mitgetheilt. 


Ill. Aufsuchung der unabhängigen Bildungsweise der 
Bernoullischen Zahlen. 
$. 9 

Die Gleichungen 5.. 6. und die Gleichungen 11., 12. geben die zurück- 
laufende Bildungsweise und können auf verschiedenen Wegen zur unabhängigen 
führen. von welchen Wegen ich die interessantesten. die ich aufgefunden 
habe. hier mittheile. 

Je nachdem man die Gl. 5. oder die Gl. 6. anwendet, erhält man zwe: 
verschiedene Bildungsformen. Bei beiden tritt das Gesetz deutlich hervor, nach 
welchem die Bernoullischen Zahlen entstehen: aber auch bei der Anwendung 
der Gl. 11. zeigt sich ein eigenthümliches. von den andern verschiedenes Ge- 
setz. welches jedoch die Natur dieser Zahlen weniger deutlich erkennen läfsı 

Setzt man in der Gl. 5. zur Abkürzung 

Bartı __ B 
2p+2 RN 
so geht dieselbe in folgende über: 


(—)".2n.B, 


TE 
2n—1 (nt —ı (nyı-ı 
nt m Br Gr 
9) an | —1 Yy \2n—3 | —l 
/ \n—3 (2n) B ww; \n2 (2) 
) ‚B; 


.(— © Te Pn5 Ei gm} | 








Führt man hier den Werth von B,,_, ein.. so ergiebt sich 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 3, 36 
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u. = AA ee 
Pr . 2(2n+1) 111 "202n—1) 
| ei (Zn)! (In—1)?1-1 B 
Eee ; | Musbanmsamee ©; 1 mu van 
u ee (An) I-1 (In — 321-1 
u ur eine: „ee 2 ) 
a % pt —1 (2n)rtHii- On 2 — he B 
( u Q2pP+1 11 Be 12p+1 la 311 Bu ;. 2p+1 


r  j | a ur Aa . pr ’ 2n—7 


103 Ta TEE ee a B 
ni, ; i = In—5 * 


\ jr-3ir —5]17 + 7310 


Führt man ebenso in diesen Ausdruck den Werth von B,,_, ein, so erhält man 














( yr Ri 
. n. Bu. = u 
2n—1 (Zn)?! ud | an! ng | Hl 205 
2(2n+1) 21 m) Pi >11 a 
(2yyrımı (Any (An Yıl-ı (Inytımı HIN (p—4)U-i B 
gun "Ve : | 7 Sue ' 7; Sue 91 mi Be A, 

„ (2m? Pt (2m2i=t (An—2yPp+Hlmı (Zn) 1-1 KIN (p—4p+ 1-1 B 
7 ( Zartilı 311 * rt 070004511 ° 4510 pt Je pH 
a (lan I (any (Any 2 (ZyPi I B 

me 0 ae Te TE "nz a7 In—7 


Die drei ersten Glieder dieser Reihe sind von B unabhängig, und durch jede 
weitere Einführung eines BD tritt ein neues Glied hinzu. So erhält man z. B 
dureh weitere Einführung von B,._; das vierte Glied mit 


DIT En Yı-ı Jim (1 art Ya] 
an A Gr In A Fe) 


ferner - Einführung von B;,_,s das fünfte Glied mit 


In) \ gt —ı a2 g61—ı 721-1 4-1 ))] n—9 
gpii I 311 me FIT) mmi- rt Pr Xmn‘ 


Hieraus läfst sich ein Gesetz schon deutlich erkennen. Setzt man nemlich 





521-1 
, = 1 — 
21-1 741-1 z21-ı 
= 1 Sr nr (t-Grr) 
. 21-1 74-1 


Bl 4511 Lt 
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gl yet 96 | —ı yı-ı yı-ı AR —IN\ 
b, — 1 "si gl. (- = _ Tr (1 ae rt 731 r)) 


\ 





92 gt —ı g61 -1 
=1— Tr Tr I Tı 9%: 
Ä 1121-1 4! 1 je! | ı 5 KA Eu 
du = Tr pa 9 Tr den 


u. S. W., 
so erhält man allgemein, wenn wieder B,,_, statt 2n.B,,_, gesetzt wird. 

















| Ze 2n—1 an 2n—3 Any 1 2n—5 
—). Dan = Tan tt T: 5 | WITT 
13 ; B. 2 .(2n+1) ' 311 2 .(2n-+1) u g>ı8 2? ana, ds 
anpı 2m? mi mp | 
gi 72.5)‘ r 127-111 79,9 — 2p-+1) Pr 
(ati 3 (Zny?r?1-1 1 
en: 2. FT 7% b._3 +“ Ti Bi m und 
\ pt pt pl" (2p-+1 pP? 1-1 
14. b,4, =1— >11 511 .d,— 1’ 1 ER a 1?P 2Il B, l 
Die Gröfse b,,;, bedeutet Verbindungen von eigenthümlicher Art. Es 
entsteht nämlich eine Anzahl von %””' Verbindungen zu 0, 1. 2. ..... (p—1) 
en u.a 2p Hy 1-1 Br 
Elementen, welche aus der Gröfse en. PT — und den übrigen 4p(p—1) 
) @p +11 
Elementen von der Form —;,-1j5  , Worin dem g alle Werthe von 1 bis 


p 1 und dem p alle Werthe von 2 bis p gegeben werden müssen, zusam- 
mengesetzt sind. Diese Verbindungen sind positiv oder negativ. je nachdem 
eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Elementen darin enthalten ist. 
Bezeichnet man nun durch b(2p--1.g) sämmtliche Verbindungen zu g Ele- 
menten. so wird 
15. db, 1—b(2p> 1,1) +b2p-+1,.9) — + ....(— 7. 2Qp-H1,.Q)-+... 

.(—JP.b(2p-+1,p—1). 
Man erhält die Verbindung zu 1 Element. wenn man aus den Gröfsen b.. 
b>» ....5 B2p—ı die Zahl 1, die Verbindungen zu g Elementen aber, wenn man 
aus den Gröfsen ba,+153 B24425 ---., Ba, die Verbindungen zu g—1 Ele- 
menten in die G1. 15. einführt. Hieraus ergiebt sich leicht folgende Bildungs- 
weise dieser Verbindungen: 

16. bapr, 


(2 1) (2 1)29+21 bi e \4f 
A RD a AH + 


 (p+1)?77251-1 \ ‚ (2p+1) BRt= re b 
+ Ar 2s+1|1 .b(R2g+-2s-+-1, g-1)+-..-:+ En iJı bARp—1l,g9-1): 











wobei zu bemerken ist, dafs b(2p9--1.0) == 1 gesetzt werden mufs. 
26 * 
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Diese Gleichung giebt nicht allein die Art an, wie die Verbindungen 
vebildet werden müssen, sondern sie enthält auch den Weg zur unmittelbaren 


Berechnung derselben. 


Da nämlich b(?p--1,0)=1 ist, so wird 
bp 1,1 pri |, Qpl |  prD!ı Ar 
(-/ 131: 51 Rn q29+r1 11 an 42p-l lt 
| (2p +2)11-1  (2p+2)?r+1l-ı  2pt2 
TE TO Hm r0Z 
)2p-+H1 
ı) i 
2p+2 


Führt man nun in die Gleichung 


b(2»--1,2) 


)nL1\81 -1 /9 6]-1 | 2p-2|-1 
2p-+1) 4, + pr PEN 2p +1)" 
- EIE ‚b 9.1) ar bil) t a .b(2p 11) 
die Werthe von b(5,1), b(7,1),. .... b(2p—1,1) ein, so erhält man 
vg & 3 ap +1!, Qp-+pP'- (2p +1)?7-? 1-1 
{ «pP 1.2) u 12511 | y7ıı rk Cl - 42P 1jı 
er je 27 
Br 6 713 ae BR BE 
also 


oY2p—-?2 | 
ap +4,20 A nn 
} %.(2p+2) T2.2p +21 


\uf diesem Wege findet sich allgemein: 


Pr: 3). 


1%. (—)?.b(2p--1,g) 





(g+1)''- (g+1)21-: 1 (+1)? 1! | 
yııı 1211 °2,9p43) TO pin '32.(@2p-t2yii”5 
(_y-ı, ar’ ieh 
\ . fs! . 2:-1,(29--2)* f 1 ir, I 
(g+1yor!! -1 ! $ 
4grılı )g (2p +2) rFgrı9 
Wo 
stı-l i 2-1 Bi | 
r a a (sur _I_ (s_bNPts_L_ 
. r Mn) L 1 . s . / j2lı (9 +) 31! . m) 6) 
ist. Die Reihe bricht ab, sobald ein Glied —=0 oder negativ wird. 


Werden hiernach die Werthe von b(2p-+ 1,1), b(2p-+1,2). 
b(2p-+-1,p— 1) berechnet und in Gl. 15. eingeführt, so erhält man durch 
Ordnen des Ganzen nach r folgende Bildungsweise für Dap+: 
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19% ern Vi a PR. 
- K2p+1 — 12 Eu 2.(2p+2) 2 +1 22 (2p-+2) gt 
(»+1)°? | -1 1 \n.ı (pt1)p+t11-1 1 
um 4 en Ar 5 913 : 7,7 — ,, (— ) . 2 _ ” 7 | 7 r 
2?.(2p+2) 1' IP, (2p+2)) 
wo ebenfalls. wie in Gl. 18.. 
r, 2 
2n-+3 
’ 3 ti ’ 
+! —1 
12P++ __ ir 
7 jr 2 
1. Ss. w.. gesetzt werden muls. 
Führt man nach dieser Formel die Werthe von b,, b-, En 


die Gl. 13. ein, und ordnet das Ganze nach r,, so lassen sich die Coeffieien- 
ten von r ebenfalls summiren. und man erhält durch einige Umformunsen fol- 
sende unabhängige Bildungsweise der nten Bernoullischen Zahl: 


7 9 nn! 3n—A1 I 
P Meer? DZ nd ELSE Borg TE 
 nI! 4n—2 1 
rpm TI gan tigt 
wi 5n—3 1 
A ° 0% 3 er zit 
1 3 »>.(2n+1) 
(— )P nPiI-I (p+2).n—p | 
ey Plant iypit ” 
7 WIE ir) i 
A 2 (in +1)" ! 
wo 
L1|—1 2-1 
a ) ar © 
‘) _ min+p / /na__YNn+p | j In-+ı 
21. DEE ag ji (pP 2) tm (pP 4 


74° N ne 


“(y2n+7 


Wenn p eine gerade Zahl ist, so ist das letzte Glied der Reihe 
eine ungerade Zahl, so endigt die Reihe mit 1”'”. 
$. 6. 
Wird anstatt der Gl. 5. die Gl. 6. als Grundlage der Entwicklung an- 
senommen, so erhält man, ganz auf demselben Wege, Bildungsgesetze, welche 
von den in Gl. 13. bis Gl. 21. angegebenen etwas verschieden sind. Es ıst 


ist v 





nämlich 
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22. u} 2 Ban-ı 





I any, (AI n—2 (anyı-ı n—3 6, 
R Hm — . —— +7. —— dk. +. —.b-+. 

ni FO yri BEE ar 
t eg u rer u En, EU he ET — Yo, 
E25 ji Nn— p+1 2p+2 u } 327-2 ji : 2 ä \ «7 

und 
. a _ a ZT, _ pi BE. . 2 
23 b>, DZ und 32 | 1 3#1 1 6 a; 36] ee ® b; EEE a a 1?P- —4 | u . I2p-2: 


Die Grölse b,, bedeutet eben solche Verbindungen wie b,,,;,; nur sind die 
Elemente, aus welchen diese Verbindungen bestehen, von jenen verschieden: 
daher gelten zwar auch die Gleichungen 
24. b, = 1-09, N)+62B 9) — +:...(—). Rp N)-+ —.. 
.(—)P°.b(29,p— 2) 





und 
35. bapg)= 2 ng D(29+2,9—1)+ er dag +... 


ide 


an RP—2,g4—1), 
aber die unabhängige Bildungsweise ist folgende: 
26. (—)’.b(2p, 9) 











Dt a a 
el 1 pe? 1318: ee 
Br? 1 An ML 22.) ee 1 
+ m } (2p +1)?! f 6? "Tr o... “4 Ems 17r111 as Rp+1)%7] TE To+i y) 
Wo 
AT (28) .. (25)°-?1- 92p+2s-2 (25) BR 2 5- 
2 ., = 15-111 75-211 Br un Pan" ’ 1 .. 
ER (28) „2p+2s-2 
\ J ° qoit ° 
und 
BE ee ee 1 WE re 1 | 
ed d,n = VE: Pr pri hT (11 pri ste 
pet? 1-1 2 = : | pr \- 1 f 
r 17 11 *(2p+1)?# | ı Tarı ee7t pi * Qpti1 pri 7-1 





Durch Einführung der Werthe von bs, bs, ...., br, in die G1.22. erhält man 








zuletzt 
29. (—)".B an—1 
nıı-ı 2n n?ı-i 2n pe In 
a HyT PLN ne IL 3. n1ji To. 


nPp'-1 ın r' ai 2n ji 
DAR "D.(2nt1)?r I p u. Pt. (anti peit® n'Y 
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wo 
pr pP np IT Dan 
30. „= = pi aus 1r- a1 Pi [ - ZT IT P— +... 


) (2p)" u 2n-+?2p 
«l—P. a ip r 


welche Gleichung eine zweite, von der in Gl. 20. verschiedene unabhängige 


jildungsweise der nten Bernoullischen Zahl giebt. 


$. 7. 

Hinsichtlich der wirklichen Berechnung der Bernoullischen Zahlen ist 

zu bemerken, dafs die Gl. 20. und 29. hierzu nicht wohl angewandt werden 
können, weil die hohen Potenzen der Zahlen die Rechnung sehr schwierig 
machen. So müssen z. B.. wenn man 9,, nach’ Gl. 20. POREEINEN will. die 


Potenzen ?', *, 77, 37, 39, 3a, 41 220, 59, 9%, 6°, 7°. eingeführt wer- 
den: nach Gl. 29. müfste man ei EEE Ban I 
42... 49, 5°, 9%, 5°, 6°, 6%, 7° einführen. Dagegen hat die Berech- 


nung mit Hülfe der Gl. 13. und 14. oder der Gl. 22. und 23. keine besondere 


Schwierigkeit. Man berechnet nämlich nach Gl. 14. oder Gl. 23. die Werthe 
von b und führt dieselben in die Gl. 13. oder 22. ein. So erhält man z. B 


nach Gl. 14. nach Gl. 22. 
7 3 
b =_- 3? bi; — “le 5) » 
31 10 
b- — 39» b; — .% 
381 21 
b,, en ni  % “ Duo = [m 0) . 
DARF Zu 
bu = — Du == 45. 
1414477 a 7601 
er =, = 7: 
b,; nn 286685, bu; nn 1820. 


Führt man diese Werthe in Gl. 13. ein, so erhält man 

















ee 1621-143 1691-2 11 7, 1660 9 31 Adel 7 
vo 3.17 1 Br 2B 7 11 2133: Pl '211°3 2PIR2,g 
A6mı- 5 9555 162 3 1414477 , 161 41 or 

z Pr 37° er — st e 2.5 ° 705 sr . 3.3° 2S6685 
_._1,3% ni 127127 , 664300 2828954 , 1146740 
Sr + — +4836 — Mn + 3 .. 5 + 3 

F- N 2804774 Eu 13 _ 3617 
34177 oh > 7 


3S1 


> 







































17. 


auseedrückt wird 
Da nun 


ist. und je zwei, gleichviel 
ander gleich sind, so kann 


Rz. 
R..-.ı 


R. 
R 


setzen. und folelich ist 


E:senlohe, 


.R 





uber die Bernoullischen Zahlen: 


Nach Gl. 12. erhält man aber 
X Re wit 3 Bet 5 10 6 
a) = 28 gi 7a T an 6'373 31'5'9 
ih ii 4 n ist) 1 2 /’601 ’ 1631 1 l u 
45 — Zn. ne — no ns DR 
y} | 4 312 [1 3 30 314 l >) 
Q r | 650 400% us 30404 410 
r .- 12 : m JO) — - - + — 
1593 H J 15 45 R 
S 5265 39166 S 643 10851 3617 
153 H +5 155 wie 1530 10 
S. 8 
Wit Hülfe der Gl. 11. oder 12. erhält man eine von der obigen sanz 
verschiedene Bildungsweise. Sucht man nämlich nach dieser Gleichung die 


Werthe von B,. DB, u. s. w. auf, ohne die Berechnung wirklich auszuführen. 
Ss Iınde! Si h. dals 
BB, + I ? “er De) 
31 — ah rt ) nn: 
2n+Z2 ZN+oO 2 “ 
a 
ant3 4 ran 
oesetzt werden kann, wo R,,,, eine eigenthümliche Art von Verbindungen 
hedeutei. deren Gesetz durch die Gleichung 
!n—+1) (2n--1)t!: (2nt1)?!-: 
32 R 5 R, . R.,. l -| u R.. R,, 3 z 5 - IR. R M 
«) 2 
(2n—+1)F ü (2n4-1)7-21- 
er — .R...BR,, i ... > I EEE i R,, ‚R 
Dt ’ 


ri 


Ai. Koi 

von den Enden der Reihe abstehende Glieder ein- 
man 

== 2,.B,;, 
ze RN 


‘ 
A 


‘) 


R(?2 
R(? 


n—-1l.1). 





n—l1.1). 


— 


— 2R, +R(0.1). 
— 2%.R, +R(7,1). 
= I, = 2 
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33. R..=%"--RQn-1,1)+-2.R QAn—1,1)+-T.BR(2n—3.1) 
P,B(?n —2»--1,0)+...+- RI 2 BT it 
= ?1Lr(2s-+1,1); 
wo die Zeichen R(?n--1.ı) und r(?n- 1.1) nur zur Abkürzung dienen 


Setzt man nun in Gl. 32. 


> udn ce de DE dr RB... = "+ r(!n —?p —1,1). 
so erhält man 
Mm... ar 4 2-9, n— ?p—1, 1) Yr°,r(2p-41,1 
»=0,1,2,...,n—1 -r(2p--1,1).r(In—2p—1,1)) 


Zählt man aber die beiden Endelieder der Reihe in Gl. 32. zusammen . setz! 


R — 2" r(2n—1,1) 


2n—] 


\ 


und bemerkt, dafs (5. 1)==r(3,1)==0 ist. so ergiebt sich 


R 0-1 en L (2»+1)?1? (An+1)°1 Int) 
EI a a Se -i[2 +5 | 
2.r(Qn—1,1) Be (Pr An —p—1,1)+ Frrlpt1,1 
a rp-H,1).r na 2p—1,1)) 
1193, fan--1,n—?2) -+-2.r(3n— 1, 1)-+-f’ On--1,1 
Nach Gl. 33. ist daher 
r(2n--1,1) = "fin +1,n—?2) +2. r In—1,1)-+-f (in —1,1 
rin—1.1) = Ft fQ&an—1,Ra—3) + 2.rın 3,1) fOn—,! 
«Um.D = 8%. fll,3)4+ 2. rg, 1)+ Fan 
r (9.1) HD RFZ, 1). 
r (7,1) I 
mithin 
r(2n--1.1) 73,[f Ann — 2) + frn—1,n—3)+..TrfH2)--fi7.1)) 


-£(an+1,1)4+2.f QAn— 11)... Pf On y-ll) ee IT fAL1. 
- 23, c(2a-1,1)+r(2n--1,?2). 
Die durch e(?n--1.1) bezeichnete Reihe besteht aus der Summe aller Vor- 


; (Im+fypi TER 
zahlen. welche entstehen. wenn man in dem Ausdruck TIE der Gröfse n 


alle oanzen Zahlenwerlhe von n==5 bis und einschliefslich n —n und zu- 


oleich der Gröfse p alle ganzen Zahlenwerihe von p==1 bis pn — N gieht: 
das heifst. es Ist 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 3. 37 
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| " z11-2 , 911-2, 4gil-2  (An+1)t1- 
34.  e(?n--1,1) u Le ee 
Ä 5112 Pr 1 gar | 5il: 
wir ee 13712 |  Qn +1)? 
zi2 ı mie 1 na 10er] 5212 
1 ki A un 1.7 ) 5 zu (2n+1)?1-? 
5312 sie, I Si? IT TI Bi 
“ £ . . . > . ’ - ” . 
Qa— 3)" , 2, ar 
Aal 02T TO an4lr I Tan? 
ı An — 1)" | (2n + 1)”31-2 
| an-3 | - An-3 | 2 
(22-4 1)"?1-2 
I 


Daher hat man 
B.; VI -VI,c2Rn-+1,1)+r(2n--1,2. 


Führt man hiernach die Werthe von R,,., und R,_.,_, in die Gl. 32. ein. 
ordnet die Producte nach den Potenzen von 2 und nach e{2p--1.1) und 
r(2p--1,2),. so findet man auf demselben Wege 


Raz = 7" PT°.cQa-+1,1) + ?°.c(2Ra +1,9-r(2n-1,3) 


/ / J) 
\Wo 


y— 


39.  e(?2n-l,2) 


St pf (2p+5)P1? , (Qp+7)yP1-? (In +1)p1-2 
% . = n * Ü \ 2p 2 l . l ) [ | pP ge p | , 2 ” / L u ne 4) Wa ı 
ap1l? | 


ist und also Verbindungen zu zwei Elementen bedeutet. 
Auf diesem Weee erhält man alloemein 


36. Rn. = '7°.cQna-+1,1)197.c(2n-1,2)- 


| Nor —2p—1 | 


c(2n--1,p) 
Diese Reihe endigt entweder mit 2" oder %, je nachdem n eine gerade oder 


eine uneerade Zahl ist. 


Die Coöfliecienten e(?n- 1,1), eln--1,.2), ..... e(In-+1,p) be- 
deuten eigenthümliche Verbindungen zu 1. 2, 3. ..... » Elementen, welche 


nach folgendem Gesetz gebildet sind. 
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31.  e(In- 1.p) 











1» 19q-+-3)?P+9-11-2 4»-4-9q+5)2p+7-11-? (2n-+1)% Lj 
_9$ 2 A  - | me 
GER I. „e(4p 29 I, p 1). A?pt+g-t12 va ArP+I 2 a... j Arp+g-1 
| ö Pen 2. 2p+g9-31-2 u. Ss (4p--: 24+ 3) P+g9-3|-2 
RR B : An -}\Iga— u el N. A \ 
2.2,.0(4p- q 3, pP x je y2p q 12 .c(/.1) | 52p+9- 3] 2 .6(9,1) .... 
 (2n+1)P +93 1-2 
_t- een ji, 7 
...n »2P19312 n—49 — 294--9,1) 
(4p- 232g +3)? P +91 (4»+2g4+5)?P+9-51-2 
x is, .I)a.!t ii a ET ./ N | 7 PERS DE 742 ı 
I,.c(4p 29-9, pP 3).[ 52949313 .c(11,2)- ar .c3,9)--.... 
‘) E 7 p 5 
(Anl / 
A, ri Au . nd BR; 09 
eo. 5374-31 .c(2n—49— 29-9 
ee FAN TITTEN aa 
2.2,.c4p-4r+29+3,p-r). er ear-1,r-1) I pH —.c(4r+1,r-1) 
=), =. ey n—p—1 (2n+1) ?p-?2r+g+1t]-2 Men = 
Toro. T 2:7 rar? + eeNn- -49- +r 3 40.17 | } 
g 


so kommt die Endreihe nur einmal vor: was immer als- 


stp—r=r-—1. 
dann eintritt, wenn p eine ungerade Zahl ist p eine gerade Zahl. so mulfs 
auch die letzte Reihe noch mit 2 multiplieirt werden. 
Eine andere Bildungsweise für 
gelungen; wohl aber habe ich eine zur Berechnung zweckmäfsigere Form füı 
(2n--1.1) gefunden, wovon ich aber hier nur die Hauptresultate angeben kann 


Man erhält durch Umformung der Reihe: 


I-2 0 (2p+5JPI-? , (2p+7yp1”? 


e(2n--I.p) aufzufinden, ist mir nich! 


(2n-—1jp! 











„ 2pr2staPIT __ I | 
u Sp 9 Apl? | AP 2 BETON Spt? 2 
E15 94 An n-p-2 2 y’i-i gl iA my—n—1)! 
/ _— a u .(n—p—1)- En —e° E 
HUAE it a1] ytl > 
22 pi 1 (n—p—1)?!! y p| a | (n —) r)' 
2] „ ® 121 a une E% ' ..o.. | Ka p’ 1 s — gr: an 
Op pP I-ı (n- un 2 pyp+! 
Eine pl?" qpli . p+ N 
und dadurch die Reihe 
ZN Mn. a , (mtt)?1-? , (An +17? 1°  (2n-H1)7-21- 
fin | I, n— 2) = - -919 r3|2 zn ...7i ned 9 Ber: 
Hi I 5921? ” An-2]. 
Pond A mp NR (mp 
75012 ° 113 ah € Hi 12° u vo T we 33 1 
5127 rm IT u an 


> 
FA 








( 
| 
Un 
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Zuletz!i erhält man 


m | I (nn?! 1 O (mL)! 2? (n—4P I 
38 EIN 1,1 r0]2 ° 211 | Arl2 ‘ fl u 5212 31 
32 (n—6)°1! ” (m —dr)r+?l! 
3312 ° 4° 1 Ann, arl2 (r +1)? 11 


Die Reihe endigt entweder mit 1”"!" oder mit 2”'', je nachdem r eine un- 
serade oder eine eerade Zahl ist. 
Berechnei man hiernach e{?r--1,1), alsdann nach Gl. 37. e(?n 1.2). 
?n--1.3) u. s. w.. und hierauf nach Gl. 36. den Werth von R,,.,. 50 
erhält man nach Gl. 31. den Werth von B,,;,; jedoch ist dieser Weg sehr 
weitläufie und beschwerlich. Indessen ist es nicht uninteressant. zu sehen. dals 


solche Verbindungen wie A,,.,, e(?n--1,p) 


umgeformt und in Reihen naclı 
den Potenzen von ? geordnet werden können. 


Carlsruhe. im September 1841. 


nn a ET VRR Zu Peru mn - 
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nr 
-. 
-- 


IB. 
Bemerkungen zu der Abhandlung No. 22. 3 
Heft 4. dieses Journals. 


(Von dem Herrn Professor Enke zu Berlin.) 


nd 268. 


ka 
m» 
a 


De. llerr Professor Reuschle in Stutteart hat in Heft 4. des 26ten Bandes 
dieses Journals einen Aufsatz „Über die Deduction der Methode der kleinsten 
(Quadrate aus Begriffen der Wahrscheinlichkeitsrechnung” gegeben. in welchen 
er auch meiner Bearbeitung dieses Gregenstandes erwähnt und an zwei Stellen in 
derselben Anstofs nimmt. Nemlich zuerst an dem Übergange von der endlichen 
Summation zum Integral, und zweitens an der Zurückführung des Prineips des 
arithmetischen Mittels auf die einfacheren Voraussetzungen. welche dabei zum 
(runde liegen, oder aus denen es folgen würde. 

Was den ersten Punet betrifft, den Übergang der endlichen Summation 
zum Integrale, so habe ich ihn allerdings nur angedeutet, weil er bei so vielen 
Untersuchungen vorkommt, dafs in einem speciellen Fall man annehmen kann. 
es sei nicht nöthig, ihn jedesmal vollständig zu dedueiren. Da indessen Ilerr 
Professor Bteuschle einen directen Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung anzunehmen scheint, so will ich hier kurz angeben. wie ich mir 
diesen Übergang gedacht habe. Ich möchte glauben, dafs Herr Professor Rlewschte 
dieselben Schwierigkeiten in vielen andern Fällen, z.B. bei der Bestimmung 
der mittleren Temperatur aus einzelnen Beobachtungen finden würde, und dafs 
eben deshalb das hier berührte Problem im Grunde nichts mit diesen Schwie- 
riekeilen zu thun hat. 

In KEulers Diflerentialrechnung P. Il. $. 121. sqq. findet sich eine Glei- 
chung für die Summirung einer Reihe, die hier vielleicht am directesten zum 
Ziele führt. Wenn 

u ei ri 
Glieder einer Reihe sind, die, wie Kuler es ausdrückt, zum Zeiger x gehören. 
so dafs die einzelnen Glieder gefunden werden, wenn x gleich 


‘ ze 
1. 4 Is Be Er Er 1, TC 
geselzt wird, so hat man strenge: 
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B, ds B, dz BR, ds 


> dT ig . tee ge en a er -Ü nst.. 
/>d > 1.2 dz T2343 02 1 1.23.4506 75T vn, 


wo die Conslante so bestimmt werden mufs, dafs die rechte Seite der Glei- 


ehune Null wird. wenn 2==0. Man erreicht dieses. wenn man dieselben 
Glieder. welche auf der rechten Seite für & gelten, auch für das Glied, welches 
dem = ==0 correspondirt, hinzusetzt; aber mit entgegengesetztem Zeichen. 

Wenn x als Zahl eine sehr grofse Anzahl von Einheiten enthält, in 
\eroleich mit der Ausdehnung des ganzen Intervalls von O bis x, so kann 
man auf der rechten Seite alle Glieder aufser dem Integrale als verschwindend 
betrachten. weil 42 und das correspondirende Glied der Constante nur ein- 
zelne Glieder bei einer sehr grofsen Anzahl ähnlicher in der ganzen Summe 
hetrelfen. und die Differentiale. da sie durch die endlichen Differenzen ersetzt 
werden können. nothwendig ebenfalls sehr klein werden müssen, in diesem 
Falle. Die B,. D,. PD, ele., welche die Bernoullischen Zahlen bezeichnen. 
bilden zwar in der Fortsetzung eine divergirende Reihe, allein es finden hier 
dieselben Betrachtungen Statt. wie bei ähnlichen Reihen, welche troiz dieser 
anscheinenden Divergenz sich einer Grenze nähern, und welche Zagrange 
„.demi-eonvergenles nennt. 

Hiernach wird man. um so genäherter. je erölser die Anzahl der Ein- 
heiten in der Zahl = bei sonst gleichbleibendem Intervall von O bis x ist, setzen 
können: 


ZS(ua+b-c....-+-tr+2) = / zdr. 


0 
Um dieses noch augenscheinlicher zu bezeichnen. sei 
> pia- zw und a-xzw = A. 
ılso. wenn ze und a als constant angenommen werden. 
wdz = dä, 


n+w bis A fl Id 
N(y N) / f 3. — 


und überhaupt, mit der kleinen Anderung, die auch gleich bei dem ersten Uber- 


so wird die Gleichune 


sange von der strengen Formel zur genäherten hätte eingeführt werden können. 
wenn a und 5 die Grenzwerthe von Z sind: 


/ 


I—a bis .I=b . j 


er „Hu 


— 
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Diese Gleichung, bei welcher vorausgesetzt wird, dafs «= ein belträcht- 
lich kleiner Theil von b—a ist, bedeutet eigentlich so viel als: man kann 
die Summirung auf zweierlei Art ausführen, entweder indem man alle einzel- 
nen Glieder summirt, wie auf der linken Seite angenommen wird, oder inden 
man die 4, welche wesentlich als unter sich gleich betrachtet werden kön- 


u . ' ' i df a 
nen, jedesmal zusammennimmt und ein einzelnes y.7 mit der Zahl multiplieirt. 
W 


welche ausdrückt wie viele gleiche .f einer bestimmten Gröfse vorhanden 
sind. Es mufs demnach die Gröfse von d.4 so gewählt werden, dafs nirgends 
innerhalb der Grenzen von S und ./--d.I eine Verschiedenheit der y.4 be- 
rücksichligt zu werden braucht. Diese Vertheilung in Gruppen isi der Sinn der 
rechten Seite. 

Wenn es möglich ist, die Gröfse von = anzugeben, oder die Grölse 
des Intervalls zwischen zwei unmittelbar auf einander folgenden ./. so kann 
man, da die Wahl der Einheit, in welcher man ./ ausdrückt, willkürlich ist. 
dieses w als Einheit nehmen, oder man kann 

A — w4' 
setzen, und folglich «= wa‘, b=wb’‘. Es wird dann stalt g./ oder yw.f‘ 
einfach 9.4’ geschrieben werden können, da ve conslant ist, und die Gleichung wird 


P Pe a? bıs F I’ 


‚b’ 
=zp4' af gIdS. 


wo die Function 4° auf beiden Seiten genau die nämliche ist. Dieser Fall 
tritt eigentlich strenge genommen bei unsern Beobachtungen wirklich ein, 
wenn ./ den Fehler einer einzelnen Beobachtung bedeutet, und g./' nach mei- 
ner Definition, die ich immer noch als die direcleste und bestimmieste ansehe, 
die Anzahl der Fehler von der Gröfse ./, welche bei einer hinlänglich grofsen 
Anzahl von Beobachtungen Statt finden werden. wenn man die Anzahl der 
Beobachtungen gleich 1 annimmt, oder die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 4. 
Alle unsere Instrumente gehen nemlich immer bis zu einer gewissen Kleinheit der 
Unterabtheilungen fort; und Fehler, welche kleiner sind als die kleinsten Unter- 
geschätzt werden können. kommen in den Beobach- 


o 
lungen selbst nicht vor. Ein Winkel- Instrument. welches dureh einen Nonius 


abtheilungen, die noch 


. ” f / . . a. ri .;. 
bis auf 10” getheilt ist, kann vielleicht noch 1 zu schätzen erlauben. gewifs 
“ » n ‘4 r x . 
aber nicht 0,01, so dafs, wenn man mit einem solchen Instrumente einen 


und denselben Winkel fortwährend beobachtet. die Fehler sprungweise min- 
r /d r [77 » Ber " #- | 
destens von 0,01 zu 0,01 fortgehend angenommen werden können. Wäre 
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mit einem Instrumente dieser Art gefunden worden, dafs die Anzahl der Fehler 
von der Gröfse x, zu der Anzahl der Fehler von der Gröfse x’ sich immer 
dureh ein bestimmtes Verhältnifs, als abhängige von der äufsersten Grenze der 


d 


"ehler a... und der Gröfsen x und x’, wobei alle Fehler positiv ge- 


nommen wären. elwa durch 


> 


TR at — a? ı? +4 


I ri 
I r’i 


gar  ar—arır!? - 
usdrücken liefse. so kann man das Intervall O bis « in » Theile getheilt sich 
ienken. von denen jeder Theil gleich der kleinsten Unterabtheilung, oder noch 
kleiner ist. Es wird dann die allgemeine Form von x 
ge = l(a— ur 1er), 
die Conslante CE zu bestimmen Ist aus 


= VE . 


0 
"ür os hat man die Form rıe, für x die Form mie, wenn zn alle eanzen 


Be . | . . x w 1 MT. 2) . n 
Zahlen son OD bis # bedeutet. und die Gleichune zur Bestimmune von Ü wird 


‚+b.n?’-+-45.n? 7 
{ 2 — Im" ur: = 
60 
inleliceh. wenn man diesen Werth von Ü substituirt: 
60n? B2 m? mi 
de u ee = . i "2 2 ki [77 . 
4bnt + Jon? - l ' »” ci \ 
woher .z immer de Ferm mw hal. Vermittels der Inteeration würde man aus 


[ Uymdın | 


= nu 
Ä ‘ 
4b 
| 0) N ni m“ | 
Y A T l E + > 1 5 
4b n* n 


Beide aus der endlichen Summation und aus der Inteeralion gelundenen 
\\erihe konmen einander um so näher. je eröfser n ist. so dals man für die 
Praxis der grölseren Bequemlichkeit wegen unbedenklich die letzte Form vor- 
ziehen kann: besonders da. wenn es auch mößglich ist eine Gröfse für » anzuneh- 
men. die Wahl dieser Gröfse doch unter einer gewissen Grenze willkürlich ist. 

\immt man aber ./ als eine continuirliche Gröfse an, und folglich auch 
{ 7, wie klein dieses lelztere auch geeen ./ sei. so wird man die Zahl der 


Theile in einer solehen eontinuirlichen Gröfse. oder den obigen Bruch 
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= nicht mehr durch eine Zahl ausdrücken können. Indessen unter der \Vor- 


aussetzung, die in dem Begriffe einer gleichförmig stetig sich ändernden Grölse 
liegt, dafs die Anzahl der discreten Theile, welche in zwei continuirlichen 
Gröfsen von verschiedener Ausdehnung vorkommen können, nothwendig das- 
selbe Verhältnifs zu einander haben müssen, wie die Ausdehnung der beiden 
Gröfsen zu einander, kann man diese Zurückführung auf ein bestimmtes Zahlen- 
verhältnifs zwischen diseret und continuirlich bei Seite setzen. wenn man eine 
andere Einheit einführt, welche dieses nicht anzugebende Zahlenverhältnifs 
schon einschliefst. Man ändert deshalb die Gleichung in 

Aza bis A=b > 

Zwgd  ; g4dA 


um und bezieht die Zahl, welche sich aus dem Integral ergiebt. auf eine neue 
Einheit. welche durch die Summe der 9.4 definirt werden kann, die ‘während 
der continuirlichen Einheit. in welcher .f ausgedrückt ist. Statt finden würde. 
wenn während dieses Intervalls %.7 constant gleich 1 wäre. Diese neue Ein- 
heit, die Flächen-Einheit bei der Quadratur, ist zwar auf der ursprünglich an- 
genommenen bei 4 basirt, oder auf der Längen-Einheit, aber nicht mit ihr 
so vergleichbar. dafs zwischen beiden ein Zahlenverhältnifs gedacht werden 
könnte. Hiernach addirt man in dem Integral die einzelnen Elemente, in dieser 
neuen Einheit ausgedrückt, zusammen, oder zieht auf der linken Seite so viele 
discrete Intervalle zusammen, dafs aus ihnen ein aliquoter Theil der continuir- 
lichen Einheit entsteht, insofern angenommen wird, dafs die Anzahl der w 
in einem noch so kleinen d.4 sich zu der Anzahl aller w in dem Intervall 
b—a verhält. wie d4 zu b—a selbst. Dafs dabei d4 so klein sein mufs. 
dafs innerhalb / und /+d4 die Function 94 als constant angesehen werden 
kann. versteht sich eben so wie oben. 

Wendet man dieses Verfahren auf das vorige Beispiel an, so wird zur 


Bestimmung von Ü 


ra 
/ Ca— «a’-+ıar)de = 1 





0 
oder 
TLRIREER.N... 
A = 
folglich 
60 r? x‘ 
=. EEE ER We © 
y. 46a (1 a? 2 7) 


CGrelle’s Journal f. d.M. Bd. XXVIH, Heft 3. 28 
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und also die Anzahl der Fehler zwischen x und 2 +dx: 


1 x? zı\ ds 
( zT dz ann —— —0—— Ann 1 —)- BE . 
/ 46 l a? 2 a a 
X m . y Na; 

welcher Ausdruck, da an ist. mit dem früher gefundenen pr völlig 
übereinstimmt, wenn 

da | 1 

— —— ode de=—a, 

a n n 


das heifst, wenn dx ein so kleiner Theil von @ sein könnte, dafs das Intervall 
dx von den zwei nächsten unmittelbar auf einander folgenden Fehlern, zwi- 
schen welchen kein anderer liegen könnte, begrenzt würde. 

In den beiden Gleichungen, der hier angewandten 


[#4 di 


0 


und der früheren z 
nd rühere ee! 


v 
bedeutet die Einheit auf der rechten Seite nicht dasselbe. In der ersteren 
ist es die Summe aller 9.4 während des Intervalls 1. wenn überall y4= 1 
wäre, und diese Summe wird der Anzahl der Beobachtungen gleich gesetzt. 
In der zweiten ist es die wirkliche Summe aller der Brüche 9 4, die in jedem 
einzelnen Puncte, wo ein / Statt finden kann, wirklich durch die Function 9.4 
gegeben werden. Soll deshalb in beiden Gleichungen 94 genau Dasselbe be- 
deuten, so wird man in der zweiten dieselbe Hypothese machen müssen, welche 
bei der ersten Statt findet, das heifst, man wird in jedem der einzelnen rn Puncte, 
in welchen ein Sf möglich ist, 4 == I setzen müssen. Die ganze Summe wird 
folglich —n, und die zweite Gleichung mufs dann heifsen: 
=yd—n, 
oder, was dasselbe ist, j 
z’wpd—l, 
0 
weil hier @ selbst als Einheit angesehen, in n Theile getheilt und # in Thei- 


len dieses a ausgedrückt gedacht worden ist. 

Die Stelle in meiner Abhandlung, an welche Herr Prof. Reuschle An- 
stofs genommen, lautet vollständig so: 

.„„Aufserdem liest es in der Definition von y.4, dafs für eine so grofse 
Anzahl von Beobachtungen, dafs alle Fehler, jeder in dem gesetzmälsigen Ver- 
hältnifs seiner Häufigkeit, darin vorkommen, 

my I- mod - map .T“ oe. — MM, 
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oder 
Zr (94)=1 ist.” 


„Aus dieser Form sieht man, dafs bei der unendlichen Anzahl der 4. 
wenn man alle Abstufungen von S—=0 bis f#—=a betrachtet, für ein bestimm- 
tes / die Function 94 ein Unendlichkleines sein wird. Man drückt nach 
dem analytischen Sprachgebrauch diese Bedingung bequemer so aus, dafs man 
nicht die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Fehlers allein betrachtet, sondern 
die Wahrscheinlichkeit der Fehler, die innerhalb der unendlich nahen Grenzen 
f und 4J--d.4 liegen, zusammen. Innerhalb dieser unendlich nahen Grenzen 
wird der Werth von 94 als constant betrachtet werden können. Hiernach 
ist die Wahrscheinlichkeit der Fehler zwischen 4 und 1--d4. — 94 dA. 
und überhaupt die Wahrscheinlichkeit der Fehler zwischen den Grenzen a und b 
gleich der Summe dieser Elemente innerhalb der angegebenen Grenzen. oder 


-/f 9444. 


Für die Grenzen, welche alle Fehler umfassen, —» und + oo. wird 


EB "p4d4 =, 


—% 


gleich der Gewifsheit. Das letztere Integral giebt den Flächen-Inhalt der 
Wahrscheinlichkeitscurve, von der Abseissen- Axe bis zur Curve genommen. 
Es stellt die Anzahl von Beobachtungen vor, welche überhaupt möglich sind 
und alle Fehler umfassen. Jedes Flächen- Element g4d 4 giebt, damit ver- 
glichen, die Anzahl von Beobachtungen, welche, in der ganzen Anzahl, Fehler 
zwischen #7 und 4--d4J geben, oder es giebt die Anzahl von Beobachtungen 
mit diesen Fehlern behaftet, welche wahrscheinlich Statt finden werden, wenn 
die ganze Anzahl gleich I gesetzt wird.” 


So weit die Stelle aus dem astr. Jahrbuch für 1834 pag. 254 und 255. 
Herr Prof. Reuschle schiebt bei der Anführung nach dem Worte „Bedingung ” 
die Erklärung ein: px für ein bestimmtes x unendlich klein. Dieser Zusatz 
ist irrig. Die Bedingung, von welcher hier die Rede ist, ist nicht, dafs yx für 
ein bestimmtes x unendlich klein sein werde, weil es unendlich viele x giebt: 
etwas, was gar nicht Bedingung heilsen kann: sondern es ist die Gleichung 
Zp4=-1 selbst, in welcher eine Bedingung, der 9 4 unterworfen werden 
mufs, liegt. So bereitwillig ich nun auch einräume, dafs in den beiden Glei- 
chungen Zy4—1 und [ydd4= 1 die Function 9.4 nicht Dasselbe be- 

28 * 
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deutet. sobald man nemlich für d.1 keine angebbare Einheit substituiren kann. 
in welcher ./ sich ausdrücken liefse, sondern dafs, wenn man 4 in der Be- 
deutung. welche es in der zweiten Gleichung hat, beibehalten will, in der 
ersten No.d rn geselzt werden müsse, oder dafs die strenge Definition 
von .f jelzt so heilsen mufs: es sei die Anzahl der möglichen Stellen, in 
welchen ein Fehler Statt finden kann. = n, und eben so erofs die Anzahl 
der Beobachtungen: alsdann wird g.4 die Anzahl der Fehler sein, welche 
nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung von der Gröfse ./ vorkommen wer- 
den: so „laube ich doch. dafs wenn Herr Prof. Reuschle die Schwierigkeil 
nicht eanz wo anders gesucht hätte. als wo sie meiner Ansicht nach liegt. 
und wenn er. wie ich bei meinen Lesern annahm. sehr bekannte ähnliche 
Probleme verelichen hätte. er die angeführte Stelle nicht so bezeichnet haben 
würde. als sei in ihr, wie er sich ausdrückt. das Differential untereeschoben. 
Bei dem zweiten Puncte der Zurückführung des Prineips des arıth- 
melischen Mittels auf einfachere Voraussetzungen hat Herr Prof. Reuschle mich 
offenbar eanz mifsverstanden. Mein Gane ist foleender. Wenn man slufen- 
weise aufsteigt von einer geringeren Anzahl gleich guter Beobachtungen zu 
einer eröfseren. so findet sich zuerst, dafs wenn nur zwei Beobachtungen ge- 
soeben sind. a und db, die Annahme von 4(a--b), als des aus ihnen allein 
lolgenden Resultats. auf der Hypothese beruht, dafs gleich grofse positive und 
neoalive Fehler gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Mit dieser einzigen Hypo- 
these reicht man aber bei einer eröfseren Zahl nicht aus: schon bei dreien 
nicht. Wenn nemlich «, db, ce beobachtet sind. so wird man aus der Gleichheit 
der Beobachtungen nur schliefsen können. dafs das wahrscheinlichste Resultat 
eine symmelrische Funelion in Bezug auf a, 5 und e sein mufs. Um weiter 
zu gehen, mache ich die zweite Hypothese, dafs es möglich sein soll, das wahr- 
scheinlichste Resultat jedesmal genau von derselben Gröfse zu finden, wenn 
man auch nicht die einzelnen Beobachtungen selbst kennt, sondern nur die 
Resultate, welche nach richtigen Principien aus beliebigen Verbindungen der 
einzelnen Beobachtungen unter sich abgeleitet sind. Bei drei Functionen mülste 
man, dieser neuen Hypothese zufolge, dieselbe symmetrische Function finden, 
sowohl wenn man die einzelnen «, b, ce selbst kennte, als auch, wenn man blofs 
3(a--b) und ce, oder L/a--e) und 5, oder ıb--c) und @ kennte, ohne die 
einzelnen Werthe selbst zu benlitzen. Welche Funetion von 4(a@- d) und « 
(oder der andern beiden Verbinduneen) man aber auch annimmt. so wird die 


Entwicklung doch nur in dem Falle eine symmetrische Function von den ein- 








(ÖL 
— 
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zelnen a, db, e eben können. wenn e eben so mit @ wie mit 5 verbunden 


ist. und zwar eben so wie a mit b selbst. Die letztere Verbindune ıst in 


[ De 


(a--b) lineär. Folglich mufs e auch mit « und 5 eben so lineär verbunden 


sein, und eine Function von @-; b- 
der verlangten Bedingung Genüge Ihut, weil sie einmal blofs die Kenntnils des 


e—s wird demnach die einzige sein, die 


Resultats zweier Beobachtungen. nicht die Kenntnils der Beobachtunsen selbst 
voraussetzt. und zweitens, weil sie in Bezug auf alle drei Gröfsen symmetrisch 
ist. Wählte man eine andere als diese lineäre Form a--b .-e, so würde enl- 
weder die am Ende der Entwicklung erhaltene Funetion wohl in Bezue auf 
a und 6, nicht aber in Bezug auf e symmetrisch sein können: oder es würde 
die Kenntnifs der einzelnen «@ und 5, nicht blofs ihrer Summe «-- b, dabei vor- 
auseeselzt werden müssen. Sobald man aber dem Endresultate die Form zu- 
oesteht. dafs es nur eine Function der Summe a -b--e sein darf. so gieb! 
der Fall. dafs =b==c, das arithmetische Mittel. und das Fortschreiten von 
3 zu 4. 5 ete. Beobachtuneen sichert dem arithmetischen Mittel die Alleemeinheil 

Den eigentlichen Nerv dieser Hypothese, die blofse Kenntnils des Re- 
sultats früherer Beobachtungen ohne die einzelnen Data selbst zu benutzen. 
hat Herr Prof. Pleuschle völlig übersehen, und sich nur an den Ausdruck „„syın- 
metrische Endfunetion” gehalten. Darum sind auch alle seine angeführten Bei- 
spiele irrig. und jedes andere Beispiel wird eben so wenig trelfen, wenn es 
nicht auf die Form einer Endfunetion von @+-5- ec zurückgeführt werden kann. 

Wenn man die beiden Hypothesen annimmt, dafs erstlich die Wahr- 
scheinlichkeit der Fehler blofs von ihrer Gröfse. nicht von ihrem Zeichen ab- 
hänge. und dafs zweitens die Herleitung des walırscheinlichsten Resultals nich! 
erfordere, dafs man immer jede einzelne Beobachtung gehörig berücksichlige. 
sondern es auch eben so genau erhalte, wenn man die einzelnen Beobach- 
tungen nach dem richtigen Prineip gruppenweise verbindet und die Resultate 
der Verbindungen allein. ohne weiter die einzelnen Beobachtungen zu berück- 
sichtigen, wieder zusammennimmt: so ist damit das arithmelische Mittel bewiesen. 
und die Methode der kleinsten Quadrate mit demselben. Beide Hypothesen ha- 
ben die Ähnlichkeit mit einander. dafs sie die Möglichkeit der Erkenninifs der 
Wahrheit bedingen: die erste in theoretischer Hinsicht. die zweite in praclischer. 
Wenn bei den angewandten Methoden die erste Hypothese auch unrichtig ist. 
so können wir, insofern nur diese Methoden in Betracht kommen. doch nicht 
anders als die Iypothese machen, die Wahrheit sei nur relativ zu nehmen, in 


Bezug auf die Mittel, die uns zu Gebote stehen, sie zu erforschen. Die zweite 
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Hypothese wird durchaus nothwendig, wenn die Vermehrung der Beobach- 
tuneen uns dem Ziele näher führen soll. Denn ohne sie würde es sehr bald 
unausführbar für die Praxis werden, immer zu den allerersten Grundlagen zurück- 
zugehen: ja wir nehmen sie eigentlich immer an, insofern das. was man das 
einfache Resultat einer Beobachtung nennt, in allen Fällen schon aus Einzeln- 
heiten. die wir unterscheiden könnten, wenn es erforderlich wäre. zusammen- 
vesetzt ist. Der Grund weshalb ich es gleichwohl Jedem überlassen habe. 
ob er einfach das Prineip des arithmetischen Mittels annehmen, oder bis zu 
diesen beiden Hypothesen zurückgehen wolle, liegt deshalb nicht darin, dafs 
ich an der strengen Begründung, sofern man die Hypothesen macht, irgend 
sezweifelt hätte, sondern weil bei Hypothesen überhaupt das Gefühl jedes 
Einzelnen darüber zu entscheiden hat, welche er für annehmbarer hält. 

Die Veranlassung zu dieser Auseinandersetzune läfst mich noch erwäh- 
nen, dafs die gewöhnlichen Beispiele, welche bei der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung zur Erläuterung gewählt werden, nemlich meistens Urnen mit verschieden- 
farbigen Kugeln, oder vielseitige Prismen, die bei dem jedesmaligen Wurfe 
nur auf ihre Seitenflächen fallen können, für die Anwendung auf die Fehler 
der Beobachtungen nicht ganz zweckmälsig zu sein scheinen. Ansprechender 
möchte das Folgende sein. Man denke sich eine Zielscheibe, in deren Mitte der 
Zielpunct angegeben ist; man lasse die verschiedenarligsten Geschosse gegen sie 
serichtet sein, und bemerke die Puncte, wo diese Geschosse die Zielscheibe 
setroffen haben. Man stelle sich dann die Aufgabe: nach Verlöschung des 
eieentlichen Zielpunetes aus den vorhandenen Treffpuncten den ersteren wieder 
herzustellen: so werden sich an dieser Art von eigentlicher Beobachtung viele 
Punete erläutern lassen. Die Erweiterung der Grenzen bis unendlich; die Ver- 
schiedenheit zwischen constanten und unregelmäfsigen Fehlern; die Verwandt- 
schaft der Formeln für die Bestimmung des Schwerpunctes mit denen der 
Methode der kleinsten Quadrate; selbst die Benennung „‚Gewicht einer Reihe 
von Bestimmungen,” und viele andere Erläuterungen knüpfen sich sehr an- 
schaulich an dieses Beispiel an. 

Die andern, nur kurz angedeuteten Ausstellungen des Herrn Professor 
BReuschle gegen meine Darstellungsweise, wie z. B. bei der Theorie des mitt- 
lern Fehlers pag. 357, erledigen sich von selbst durch das hier Ausgeführte. 
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19. 


Einfacher Beweis und Verallgemeinerung des Fun- 
damentaltheorems für die biquadratischen Reste. 


(Von Herrn Stud. G. Eisenstein zu Berlin.) 


D:: Hauptproblem, auf welches sich alle Fragen über biquadratische Reste 
zurückführen lassen, erfordert für je zwei complexe Primzahlen «-- bi und 
c-- di, erstere als ungerade vorausgeselzt. die Erforschung des Resis der 
Potenz (e-1-dij*“ '?" nach dem Modul @-: bi, d. h. die Bestimmung derjeni- 
sen unter den vier complexen Einheiten I, 2, — I. —:, welcher jene Po- 
tenz nach dem Modul @--b2 congruent ist. Zur Lösung dieses Problems biete! 
sich der einfache Gedanke dar, die in Rede stehende Potenz dersestalt ana- 
Ivtisch umzuformen, dafs in der That die Division durch den Modul allgemein 
ausgeführt und der Rest der Division direct beurtheilt werden könne. Dieses 
gelingt, wie man sehen wird, für die einfachsten Fälle. während sich die zu- 
sammengeselzteren auf jene reduciren lassen. 

Von dieser Haupt-Idee geleitet, stellte ich die hier folgenden Unter- 
suchungen an. Der gegenwärtige Beweis setzt. aufser den ersten Elementen 
der complexen Zahlen, durchaus nichts weiter voraus. Ich habe mich in 
dieser Abhandlung bemüht, alle Auseinanderselzungen so deutlich zu machen. 
dafs sie selbst dem Minderbewanderten zugänglich sein werden. 


5:8. 
Definitionen und einfache Folgerungen. 

Wenn p,=a--b2 eine ungerade complexe Primzahl (der Fall 5--0 
nicht ausgeschlossen), p = a’ -- 5’ N(a--bi) ihre Norm ist. und « irgend 
eine nicht durch p, theilbare ganze complexe Zahl vorstellt, so mag der Kürze 
wegen das Symbol [«; p,] diejenige complexe Einheit bezeichnen. welche 

= ge) (mod. p,) ist. Wenn « durch p, theilbar ist. so soll dasselbe Symbol 
die Null bezeichnen. so dafs in allen Fällen 


as) — [@; p,] (mod. pP) ist. 
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Wenn während einer Untersuchung der Modul unverändert bleibt. so 
verde der Bequemlichkeit halber statt des Zeichens [e; p,) das einfachere l«] 
mit Hinwesolassune des Moduls „eschrieben. Dieser Abkürzung haben wir 
uns. besonders im zweiten Paragraph, durchgängig bedient. Alle dort vorkom- 
menden Symbole beziehen sich aul den Modul p,. und es ist also kein Mils- 
versiändnifs zu befürchten. 

In Beziehung auf die eben aufeestellte Bezeichnung bemerkt man so- 
oleich einige einfache Eigenschaften, welche hier für den spätern Gebrauch 
zusammengestellt werden mögen. Wenn « nicht durch p, theilbar ist, so hat 
man |e: p,]' +1 eV (mod. p,), so dals es also von dem Werthe des 
Quadrats |e: p,|' abhängt. ob « zu p, quadratıscher Rest ist, oder nicht; und 
zwar findet der erste oder der zweite Fall Statt, je nachdem in der eben hin- 
oeschriebenen Gleichung das obere oder das untere Vorzeichen gilt; ferner ist 
immer ja: p,| I. 

Wenn « und 7 irgend zwei ganze complexe Zahlen sind, so hal man 
le; pı]l-[P 5 Pil [e/?: p], undaus «== /5 (mod. p,) folgt [e; pı] = |P: pıl. 
Hiernach ist ferner |«]|“ = [e“],. |e]”** = [«“], wenn u und v irgend zwei 


voanze reelle Zahlen vorstellen: = [@]’ u. s. w. 

Man kann den Modul p, mit einer der complexen Einheiten multiplieiren. 
ohne dafs sich der Werth des Symbols |@; p,] ändert; denn jede Zahl, welche 
durch p, theilbar ist, ist es auch durch »“p,. und umgekehrt; es ist folglich 
le; pı] == |e:®“p,|. Man darf jedoch nicht auf dieselbe Weise |e; p,] mit 
|“: p,] vertauschen; aber es ist [#“a; p,] = [?; pı]*[e; pı]- Es ist daher 
zweekmäfsig. sogleich den Werth von [?; p,] zu bestimmen. Unmittelbar aus 
1) 


» * . . . ° nd Di )——m ! . 
der Definition von [2; p,] ergiebt sich [25 p,] =" Wählt man, was immer 


möglich ist, 9, — @--b? unter den assoclirten complexen Primzahlen so aus, dafs 





entweder « I (mod. 4), 5 = 0 (mod. 4). oder dals «= — 1 (mod. 4). 
b 2 (mod. #) ist, so hat man im ersten Falle «4 u-+1. b=4rv, = Su--1 
(mod. 16), #4==0 (mod. 16). also p = a’--b’ = Su-F1 (mod. 16). 4(p—1) 
2u Yu = —4(e— 1) (mod. +), folglich ist 
Ba, 
Im zweiten Falle hat man a = 4u —1, b=e4dt N), az —Su-l 
(mod. 16). 5’ ==4 (mod. 16), also p= — 8u--5 (mod. 16), 4p— 1) = 


‘ ; - « > ya \ r «hr e h RE .—!ı 1 
— 2u--1 (mod. 4). folglich ebenfalls, wie vorhin, [?; p,] =". Jede ganze 


complexe Zahl a--bi, welche =1 (mod?--22). d.h. für welche entweder 
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a I (mod. 4). 5=0 (mod. 4), oder «a = — 1, d5=? (mod. 4) ist, heifs! 
primär. Ist also a--bz eine primäre complexe Primzahl, so hat man [25a bi] 
731) “ a2(0—1) 


Da nach der Definition [e-—- di; a--bi] = (c- di) +? =D (mod.a- bi) 
ist, so folgt, wenn man überall 2 mit —2 vertauscht, 
[e+di;a+bi]’ = (c wer (mod. «e — be): 
mithin ist 
Ice — di;a--bil = [c-+di; abe)’. 
Wenn g eine eingliedrige complexe Primzahl ist, d. h. eine reelle Prim- 


zahl, welche. abgesehen vom Zeichen, die Form 4n- 3 hat, und A reell und 


nicht durch g theilbar ist, so ist immer [4; 4] = 1; denn da q’ die Norm 
von g ist, so hat man IA; q] A? 7" (mod. g). folglich. weil } gel 


eine ganze Zahl ist. 
[A; g] = (Art — 1 (mod. g) 
nach dem Fermatschen Satze, also [A; g] = 1. 
Wenn P irgend eine ganze complexe Zahl ist und », w‘, w‘', 
sind complexe Primzahlen in beliebiger Anzahl und gleich oder ungleich, so 
werde die Bedeutung des Zeichens 
IP; ww'w“....]| 


dahin ausgedehnt, dafs nun darunter das Product 

IP;o][P; w][P; w‘) 
zu verstehen sei. Die Bedeutung von [P; Q]. wenn P, Q irgend zwei ganze 
complexe Zahlen sind und Q ungerade ist, ist also dann allgemein festgestellt: 
der Werth des verallgemeinerten Symbols ist immer noch eine der vier com- 
plexen Einheiten, wenn P und Q relative Primzahlen sind; aber Null, wenn P 
und © einen gemeinschaftlichen Theiler haben. 


Wenn P und ( relative Primzahlen sind, so soll der Exponent der- 
jenigen Potenz von 2, welche den Werth von [P; Q] angiebt, der biquadra- 
tische Character von P in Bezug auf Q@ heifsen. 


In Hinsicht auf die verallgemeinerten Symbole gelten ähnliche Sätze. 
wie die obigen. Man hat, wenn P, P'‘, Q, Q' irgend vier complexe Zahlen 
sind und letztere beide ungerade vorausgesetzt werden, wie leicht zu sehen 

IP; QILP5; Q]) = [PP Q), [P; OP; 0] =[P; 00. 
PP} QQ7) = [P; Q][P5; QJIP; OP; Q'). 
[P:i"Q) — [P: O1 
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Aus P== P’ (mod. 0) folst [P; Q|=[P'; O0]. Ferner ist 
IÜ— Di; A— Bı] IÜ-+- Di; A- Bi}. 
Wenn A-+ Br primär, d.h. [| (mod. ?--22) ist. so ist. überein- 
stimmend mit der oben für primäre Primzahlen bewiesenen Formel. 
2; A-B:] ae 
denn seizt man A--Bi a-+bi)(a’--b'ı)(a'--br) ..... wo a-bi etc. 
primäre complexe Primzahlen vorstellen, so ist einerseits 
7;4A4- Bi] 2; a bille; a’ +-b’al[e;a‘‘ bo] 
33G (a—1) + }a'—ı Mt): 
andrerseits aber auch, wie leicht durch das Kästnersche Verfahren zu beweisen 
(4a 1)+1(a —1 l(a —1)-- .... 14-1) (mod. 4): folelich u. s. w. 


Man bemerke noch die Formel 
[-1; A-+-Bı] pam, 

Wir sahen, dals für eine reelle Primzahl 4 von der Form 4n -: 5. 
und für eine reelle, nicht durch g theilbare Zahl A, [A;g] Il ist. Das- 
selbe gilt auch, wenn g von der Form #n--1 ist: denn setzt man in diesem 
Falle g—= 9,9, Wo g, und g, conjugirte complexe Primzahlen sind, so erhält 
man. da A reell ist. also sich nicht ändert, wenn man 2 mit ? vertauscht. 
A; [Ar gi], also [As 1A; ge] —[As 4] — [As gl’ 1. Esist folg- 
lich auch allgemein. wenn A und B irgend zwei reelle eanze Zahlen ohn« 
semeinschaftliche Theiler vorstellen und B ungerade ist, also A und 3 aus lauter 
reellen Primzahlen. theils von der Form 4n--1, theils von der Form 4n 3 
zusammengesetzt sind. 

4; Bl — ı 

Diese vorläufigen Betrachtungen mufsten angestellt werden, um den 
(sang der spätern Untersuchungen nicht zu unterbrechen. Ehe wir dieselben 
verlassen und dem Hauptgegenstande näher kommen, ist aber noch eine Bemer- 
kung nöthig. Wenn p, eine complexe Primzahl und « das allgemeine Glied eines 
vollständieen Restensystems für den Modul p, vorstellt, d.h. wenn « eine Reihe 
von p nach dem mod. p, incongruenter Werthe darstellt, so stellt $«@ ebenfalls p 
nach dem mod. p, incongruenter Werthe dar, und ist folglich gleichfalls das all- 
semeine Glied eines vollständigen Restensysiems mod. p,; vorausgesetzt, dafs 
3 constant und nicht durch den Modul p, theilbar ist. Hat man also einen 
Ausdruck, dessen Variabeln und Elemente vollständige Restensysteme nach 
dem mod. p, durchlaufen, und bleiben die einzelnen Glieder dieses Ausdrucks für 


coneruente Werthe der Variabeln unverändert, so kann man jede der Variabeln 
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resp. mit einer beliebigen constanten, durch p, nicht theilbaren ganzen com- 
plexen Zahl multiplieiren, ohne den Werth des in Rede stehenden Ausdrucks 


zu verändern 


6: 2% 
Betrachtung einer besondern Gattung von Summen 

Es seien  =4a- bt, p ==a--bi zwei conjugirte zweigliedrige com- 
plexe Primzahlen; ihre gemeinschaftliche Norm sei die reelle Primzahl p von 
der Form 4n-1: &,, &. &, .... a, seien allgemeine Glieder eines voll- 
ständigen RENÄESEEN, für den mod. p,. Man betrachte den Ausdruck 

[fe ]je]I%] ---- [eu] vw (1). 

in welchem sich die Summationen über die Werthe von «,. «,. «, er 


erstrecken, während alle symbolischen Ausdrücke sich auf den Modul p, be- 
ziehen. Da dieser Ausdruck {w) offenbar nichts anders ist. als die «te Potenz 


von > 


o,|. und da &]o,]—=0 ist, so hat man 
v(u) v. 
Für jedes Glied des Ausdrucks (wu) mufs die Summe der Elemente 
+0: ++ ....+0 N) 
einem der Glieder des vollständigen Restensvstems mod. p, eongruent sein 
asset man jedesmal alle diejenigen Glieder von w(uw) zusammen, für welche 8 
demselben Gliede des Restensvstems congruent ist. so erhält man w(u) in p 
Partialsummen zerfället, von denen wir diejenige. deren sämmtliche Glieder deı 
Bedingung 
S == 5 (mod. p,) 
voenügen. durch w({u, %) bezeichnen. Man hat für diese Partialsummen, nach 
der Definition. wenn 5 das allgemeine Glied eines vollständigen Restensystems 
mod. p, darstellt. zunächst 
i. v(u) = Zw(u, P 0. 
wo sich die Summation auf % bezieht. 
So oft A nicht durch p, theilbar ist. kann man in der Partialsumme 
vw (u, k Z[e, |: ][] ---- [el 
la, +@,+ta,+...+a@, =h (mod.p,)! 
un Os Gy 2... d, resp. durch AP, kp, Rp, .... kP, ersetzen und die 
verschiedenen /, so weit es sich mit den übrigen Bedingungen verträgl. wiederum 
vollständige Restensysteme mod. p, durchlaufen lassen: welches 
=]kP I TAPITRPS] -.-- RP, 
ha, +hß,+kp,+ th Po —=k (mod.p,)! 


29° 
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ojebt. Schafft man die Bedingungscongruenz durch die Division mit k weg und zieht 
aus dem allsemeinen Gliede der Summe den Factor [4|“ heraus, so ergiebt sich 


14 Yu I) ’ I I 
[A &[8,18:11831 -- -- 18,1; 


pP, + P,+P;+ en. t Pu | { mod. P, )\ r 


folglich. sobald & nicht durch p, theilbar ist, 


2. w(u, k' [kj’w(u, 1). 


Wesen (1.) folgt hieraus w(u, 0) -Z&[P]"w(w, 1) 0 und 
3. w(u, 0) p—-1lyv(u,1), oder = (0, 


ie nachdem u: von der Form 4n, oder nicht von dieser Form ist. 
Zur näheren Bestimmung des Werths der Summen w(u,%k) bilde man 
die Recursionsformel 
l, vr (u, k) Z[e]lvw(u—1,.k— eo), 
in welcher « das allgemeine Glied eines vollständigen Restensystems mod. p, 


ist. Die Richtigkeit derselben erhellet aus der Gleichung 


w(u, k ZIe.1x lellelie;} ...: Te,.sl 
a, ta@,+0@,+....t+@, 1 =k—ea, (mod.p,)i 
Die Recursionsformel liefert zunächst für « +4n, 
v(4n,0) Zfa]w(4n— 1. — a) = w(4n— 1,1)2[e][— «]’ 

nach (2.). folelich 

v(4n,0, |- I! pp — H)wA4n—1,1) = (p— 1)|—1]wi4n—1,1 
mithin auch nach (3.) 

w(+n, 1) -[—1]w(&n— 1,1). 
Die Recursionsformel giebt ferner, mit Benutzung von (2.) und (9.). 
v/’4n--1.1) Se] v(4n, I 0 - vn, O)- Slaejw(tn, I)— v(&#n, 1) 
— pw(4#n, 1 

Endlich erhält man für u =4n-- ?, 4n--3. 

w(4n-+-?2,1) Zlelvw(4n--1,1— e) v(4n-+1,.)&]a]l|ı —e]. 

w(4n--3,1) = Z[e]y(4n-+2,1—« v(4n+2,1)E]e]] 1 —e]". 


Setzt man der Kürze weeen 


5. Z[elft—e] = P, Z[e]li--e] OÖ 


und w(u, | x(u), so ergiebt sich 

=] =1, @d)=-B ı)=-PO x) = -T- PR 

(9 p| I]PQO, x(6) = p[—-1]P’ 0, .n) = pl— 1IPFO*, 
Q p[ — ig my ni. 


folelich allgemein 
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v(4n-+N. = [— ı] Pt! Q", 
w(4n-+3,1) = p[— I PrtQ"', 
w(+n 4 4, \— _ pI— mi, 


wo n die Null oder irgend eine ganze positive Zahl bezeichnet. Die Werthe 


| w(4n-+1,1) = p'[—- I P"O", 
| 
v. 
| 
| 


von ır(u, 2). wenn 5 von 1 verschieden ist, findet man hiernach sogleich mit 
Hülfe von (2) und (3.). 

Wir wollen noch die Anzahl der von 0 verschiedenen Glieder suchen. 
welche die Summe w(u, k) enthalten. Bezeichnet man diese Anzahl durch 
Z/ı(u, k), so ist offenbar, wenn A nicht durch p, theilbar ist. Z(u. %k u. | 
folglich, wie leicht zu sehen. 

L(u-- 1,1) = Z(u,0)+ Zw, d+-Z(u,3)+....+-Ziup— | 
Z(u,0) + p—2)Z(u, 1), und 
I (u -1.8) : Lu. 1)- I, (u, 2) AR Zu, p —1, p — 1)Z(u. 1) 
Hieraus ergiebt sich Z(1.0)—=0, Z(1,1)= 1, Z(2,0)=p— 1, Z(?, 1) 
p— 72. 23,)=(p—-NV)(p—2), ZU, D=(p—1)--(p—%, Z(4,0 
p— N- p—-Dp—-D’, ZN) =Ip —- V)p—N)+(p—D u. s. w 
Es hat keine Schwieriekeit. durch Auflösune der Differenzeneleichune 
2, (u, 1) = p- Zu I,1)-+-(p 1)Z(u— 2.1) 


den Werth von Zu, 1) und hieraus auch den von Z(u.0) allgemein zu 


finden. In der That ergiebt sich Z(u,1) | (p— 1)" — (—- 19). 
dk 


$. 3. 
Über den Rest der Summen 1% (q, 1) (mod.y). 

Es ist für das Folgende nöthig, den Rest zu bestimmen, welchen für 
eine reelle Primzahl g die Summe ı(g, 1) läfst, wenn man sie durch g dividirt. 
Diese Division läfst sich in der That allgemein verrichten. Es sei g eine 
von p verschiedene reelle und ungerade (positive) Primzahl. Untersuchen 
wir zunächst, ob in der Summe 

v1) = [ea ]J[el[e;] ---- [e,] 
la, ta,ta,+....+0@,=1 (mod. p,)\ 
(lieder vorkommen können, für welche &,==%=....—«,., nemlich alle 


Elemente, einander gleich sind. Für alle Glieder, welche dieser letztern Be- 


dingung genügen, ist auch ge, = I (mod. p,): eine Congruenz, welcher im- 
mer ein. aber nur ein einziger Werth von e, genügt. Wird dieser Werth 
durch r bezeichnet. so dafs yr = | (mod. p,) ist. so kommt in (g, I) das Glied 
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[reife [7] Ir Lgl” vor (und nur dieses), für welches alle Elemente 
einander gleich sind. Alle Glieder erscheinen in Gruppen zu je g5 denn, ist 


[llello] ---. [,-Jle,-11e;] 


iroend eines von diesen Gliedern, für welches also die beiden Bedingungen 
erfüllt werden, dafs die Summe der Elemente = I (mod. p,) ist. und dafs 
nicht alle Elemente einander gleich sind. so gesellen sich zu demselben noch 
die 3— 1 folgenden Glieder: 

(]fe;,][e;] Eu SE [Je ][e]- 

[laufe] -..- Te,llellel- 
[llesllel ...- Telle]lel- 


[« ‚Ile: Ile] .... [%.-;] [“._.][e a 
welche aus jenem durch eine eyelsche oder ähnliche Permutation der Elemente 
entstehen. Diese g Glieder kommen alle in der Summe y(g, 1) wirklich vor; 
keines von ihnen ist mit einem andern identisch, d.h. keines von ihnen ist 
durch ein anderes schon mal gesetzt: denn einerseits genügen alle diese Glie- 
der den erforderlichen Bedingungen, und andrerseits können nie zwei ähnliche 
Permutationen identisch sein. weil 4 eine Primzahl ist, und nicht alle Ele- 
mente einander gleich sind. Je 4 Glieder der Differenz w(/g, 1) — [4], 
welche durch eine eyelische Permutation der Elemente aus einander entstehen, 
lassen sich also zu einer Gruppe vereinigen; und da jedesmal alle Glieder einer 
und derselben Gruppe einander gleich sind, so läfst sich diese Differenz auf 
die Form gU bringen, während U eine ganze complexe Zahl ist; nämlich eine 
Summe von complexen Einheiten. welche man erhält, wenn man in der Summe 
je J[&J ---- [%,] dasjenige Glied ausschliefst, für welches alle Ele- 


\t 


tat ....+@,=1(mod.p,), 


mente einander gleich sind, und dann unter den übrigen Gliedern von je g Gliedern. 
welche durch die eyclische Permutation der Elemente auseinander entstehen, 
jedesmal nur ein eenzzges nimmt. Wenn man also die Summe (g,1) durch g 
dividirt, so erhält man den Quotienten U und den Rest [4] oder [4; p,]°%, d.h. 





v1) = yU- In Pi". 

Es lassen sich auch a priori die Reste von w(?, 1) und (4,1) nach dem | 
Modul 2-22 bestimmen. Es ist nemlich w (2, 1)=[?2][p—1]+3[» —2]-+.... 
.+1?-1121>=R- 2-4 BI + Ep DI 2P-II +Ep+ DT. 


Der Ausdruck innerhalb der Parenthese {} ist eine Summe von 4(p—-3) com- 
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plexen Einheiten. Da nun I—1, 1-2, 1--1, und 1--2 alle vier durch 1.» 


theilbar sind, also jede eomplexe Einheit = 1 (mod. I-+-?) ist, so ist jeneı 
Ausdruck in der Parenthese = 4{p — 3) (mod. I 2). folglich w(2, 1) 
2.4(p — 3)-- [4 (p-+ DJ (mod. 2-22). Aber [4(p-+1)] = B 127 
|1--?[’[ 2]. und y—3= 2 (mod. 4.), folglich w (2, i) = 21—11 
= +2+[—1]= — [— 1] (mod. ?2--20). 
In der Summe w(4,1) = =la,])|e; |]; ] | e;| iindet sich ein 
a, ta,+te,+e@, =1 (mod. p, | 


Glied. für welches alle Elemente einander gleich sind, indem die Congruenz 
+e, == 1 (mod. p,) genau eine Auflösung zuläfst; der Werth dieses Gliedes 
ist [@,]*= 1. Alle übrigen Glieder kommen paarweise vor, indem von je 


vier Gliedern. wie 


le,]le,|[e;|[e;]- 
(le; Te,]leil: 
(le; je. ][e;]- 


le.) |le][e;]- 


für welche nicht alle Elemente einander gleich sind. entweder alle vier ver- 
schieden, oder doch nur höchstens zwei und zwei identisch sein können. Die 
Summe ı(#, 1) läfst sich also auf die Form ?W- 1 bringen. wo V eine 
ganze complexe Zahl ist, die (24,1) —1) = (p—1)(p— 2?) -I(p— 2) - N) 


complexe Einheiten enthält. Es ist folglich, da jede complexe Einheit | 
(mod. 14-5) ist, V= (pP D-+ Ep 9’ -1) (mod. 145). also (4. 1 
Up-Np-2)--(p-2° (mod. 242) = p-N)= (1) =—1 (mod. ?--%). 


Auf einen Umstand ist hier besonders zu sehen, der sogleich eine 
wichtige Anwendung finden wird. Es ist der, dafs für eine von p verschie- 
dene ungerade Primzahl 4 die complexe Zahl w(q,1) nicht durch g theilbar 
sein kann; denn w(g,1) läfst, durch q dividirt, den Rest [4]. welcher eine 
complexe Einheit ist, also nicht durch 4 theilbar sein kann; auch kann für 
den Fall = 1 (mod. 4), w(g, I) nicht durch einen der beiden complexen 
Primfactoren von g theilbar sein, weil sonst auch die complexe Einheit [4] 
durch dieselbe complexe Primzahl theilbar wäre; was unmöglich ist. Auf 
dieselbe Weise können w(?,1) und (4,1) nicht durch 1 --2 theilbar sein. Es 
folgt hieraus noch, dafs die Norm von w(g,1) in keinem Falle durch g, und 
dafs die Normen von w(?,1) und w(4,1) nicht durch ? theilbar sind. 


ü 
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$. 4. 
Lemma. .„‚Wenn « das allgemeine Glied eines vollständigen Resten- 


systems mod. p, darstellt, und »n, n zwei positive ganze Zahlen —>O und 


p —1 sind. so ist 


za I—e”"=0 oder = — (— Jim N,_ı_m (mod. p,); 
je nachdem an +-n < »—1 oder mn — p—HI ist. Das Zeichen n, bedeutet 
) \ ; a n(n—1)....(n—Tt-+I1) 
für den Augenblick den Binomialcoöffieienten _— EN: 
Mr A 


Beweis. Der Werth der Summe, deren Rest nach dem mod. p, zu 
finden ist, sei 7. Da es, der Natur der Frage gemäls, offenbar ganz gleich- 
oültio ist, welches Restensystem man «& durchlaufen läfst, und da man das 
durch p, theilbare Glied ebensowohl weglassen als beibehalten kann, so ist es 
erlaubt, eine primitive Wurzel 7 für den mod. p, zu wählen und dem Summa- 
tionsbuchstaben « die Werthe 


As ar 3 „pP? 
l J / h) / . Y “ . . . . 2 
zu geben. welches 
9—=p-2 
pm ei —' „‚Om „,‚o\n ; 
T= 3 y”(1—y’) (mod. p,) 
o==U) 
siebt. Entwickelt man die Potenz (1—y’)" nach dem Binomialtheorem, so findet sich 
T=» 
( l —— y’)" — zn, l— 1)’ y’ 4 
T=U 
also 
oc=p-2 T=8 
m S . m4- - $ 
= 2 In(—1)y"+” (mod. p,). 
omU TU 
Es ıst aber 
o=p=-?2 En (p—1)(m-+r) 
Sg _o(m+t) ’ ’ se 
x, = — — = Od. (meh), 
‘ou e Y 
wenn m r nicht durch p—1 theilbar ist: dagegen ist 
o= p—? 
ze I+1+...+1=9—-l= —1 (mod. p,), 


vo —=—) 


wenn 24 7 durch p — I theilbar ist. 
Der gröfste Werth, welchen m--r erhalten kann, ist »n-; n. Ist also m+n 
kleiner als p— 1, so giebt es keinen einzigen durch p— 1 theilbaren Werth 


von »n--7, und es ist in diesem Falle 7’ einer Summe von r--1 Nullen con- 
gruent; also selbst = (0) (mod. p,). Ist dagegen m n—p—1, so giebt es 
einen Werth von m--r, welcher durch p — 1 theilbar ist, nemlich für m+-ı 
— p—I1, also für r—=p—I—m, und man erhält 


T= —n,_,_.(— IP” (mod.p,); was zu beweisen war. 
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8. 9. 
Bestimmung von P und ©. 

Die Werthe der Summen w(u, 1) wurden oben durch die beiden Sum- 
men P und @ ausgedrückt. Wir gehen jetzt zur vollständigen Bestimmung 
der beiden letztern über. Da 

le] = ar PN) (mod. 9,), [i—e] = (1— a) (mod. Pı) 
ist. so hat man 

P— Zlelli—e] = FE M-— ' (mod.p,)- 
0 — F[e][1—e] = Be rpbi (mod. p,). 
Da nun 49 —1) +41) =4{p—-N<p—l und 1 p—- 1) pl 


’ 
* 


) 


— 4(p—1) ebenfalls <p—1 ist, so sind nach dem eben bewiesenen Lemma 


die Biiken Summen. denen P und 0 congruent sind, durch >, theilbar: fole- 
lich sind auch P und © durch p, theilbar und es ist 

P == 0 (mod. p,) ) = 0 (mod. p,): 
Dies ist der erste Schritt zur BEER von P und ®. 

Suchen wir jetzt die Normen von P und Q zu finden. Diese Nor- 
men können durch keine von p verschiedene Primzahl theilbar sein; denn wären 
z.B. eine der beiden Normen. oder beide, durch die von p verschiedene un- 
gerade Primzahl g > 1 theilbar, so müfste auch N (1 (g, 1)). welches nach $. 2 
die beiden Factoren N (P) und N(®) enthält, durch 4 theilbar sein; was nich! 
möglich ist (8.3. am Schlusse): und wäre NP) oder N ’Q) durch 2 theilbar. 
so wäre auch N (w(4, D)—=N(P)N(O) durch 2 theilbar: was ebenfalls nich 
sein kann ($. 3.). 

Andrerseits sind P und Q durch p,, also ihre Normen durch > theilbar: 
es kann daher N(P) sowohl als N(@) nur eine Potenz von p sein. mil einem 
Exponenten'— I. Aber P und Q bestehen beide aus E -2 complexen Einheiten 


.- 


und da nun die Norm jeder complexen Einheit — I ist, so ist NP) (p—%, 


N(Q)=.(p—?)’ *); der Exponent p, von welchem so eben die Rede war, kann 
“u nicht die Einheit übersteigen, und man hat daher N P)—=p, N(0) 

Da die eben gemachten Schlüsse etwas eigenthümlich sind, so wird es 

gut sein, den Gang derselben kurz zu wiederholen. Wir zeigten zuerst, daf- 


P und Q durch 9, theilbar sind; und zwar geschah dies, indem wir Summen 





*) Wenn «-und «’ irgend zwei complexe Zahlen sind, so ist, wie aus den Ele- 
menten der Algebra bek cannt, v(N ns ) ) + Y(N (w)), "folglich auch allee- 


mein Y(N(u+w+u"+....)) < = V(N (u)) +YV (N (wi) + YN WN)+. ...: woraus das 
im Texte Behauptete folgt. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIIL Heft 3, 30 
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aufstellten. welche jenen nach dem mod. p, congruent, ihrerseits aber durch 
pP, theilbar sind: die Normen von P und @ sind also durch p theilbar; sie 
können aber durch keine andere Primzahl theilbar sein, weil sonst andere Sum- 
men. welche jene als Factoren enthalten, durch dieselbe Primzahl theilbar wären. 
wovon wir aber bereits das Gegentheil wissen ($. 3.); es bleibt also für unsere 
Normen nichts anders übrig, als eine Potenz von p; und diese kann nicht 
höher als die erste sein, weil man eine Grenze angeben kann, welche N(P) 
und N(@) nicht überschreiten, und welche Grenze noch unter p? liegt. 

Da nun also P und @ durch p, theilbar, und ihre Normen —=p sind, 
so müssen P und @ nothwendig entweder =p,, oder doch zu p, associir! 
sein. Es wird in dieser Hinsicht kein Zweifel mehr Statt finden, sobald sich 
der Rest von p und @ nach dem Modul 2--23 bestimmen läfs. Man hat 
nach $.3. v2, D) = P== —|—1| (mod.?- %), # (4,1) = [19 =- 
(mod. 2-22), folglich auch, le, 0 = —I1 (mod. 2--22), also 

P= —[—Il], O=—1 (mod. ?--22). 
Da bisher über die Wahl von p, unter den associirlen Zahlen noch nichts fest- 
seselzt ist, so wollen wir übereinkommen, p, primär, d.h. =1 (mod. ?+22) 
anzunehmen. Unter dieser Voraussetzung findet sich 
P— —[—Ip, ud O0= —p; 
so dafs nun die Werthe von P und @ vollständig bestimmt sind. 

Substituirt man endlich die eben gefundenen Werthe von P und Q 

den Formeln $. 2., so kommt, wegen [—1"P"Q"=p\", 





vian--i,i)= TP"pi; 
w(4n-+-2,1) — ve Dee 
v(42--3,1) = +[—1]p" pi" 
v(4n-- 41) = —p Dr 
und diese Formeln erfordern, dafs p, primär, d. h. = 1 (mod. 2--2%:) ge- 
nommen wird. 
r . 1 ai . 
ZAusatz. Da Zlejli " — —[—1]pı = —(-NP"")p,, so ist 
wa f 13 / \ ‚(p _— - In. 
auch = [e] Il—«] — — ( 1) ( Pu. Aber Ile’ ı— — oP= — Na A L— a)" 1) 
(mod. p,): und da in dieser letztern Summe, wenn man der Kürze wegen 
ı(p—I r selzt, mit $. 4. verglichen, m=J3r, n—3är, also m+n — 
br >p—1 und p—-I—m==r ist, so hat man nach dem Lemma ($.4.): 
Eu 3r.(3r—1).(3r—2) „ern . 
6 en, — __ I | — 1), folglich 
nt — year S 


3r.3r—1).Ir—2) .. art ) 
came (mod. p,). 
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Ferner haben wir I[e] [L— e]’ = —pı gefunden, folglich ist auch F [a] [1 — «| 
— —m — EP) (1— o)P! (mod.p,). Hier ist m —=3r, n—=Ir, m+n 


- 


—-5r>p—1l, p-I—m=r, folglich nach $. 4. 


Inn 2r.2r—1.2r—2...r+1 
n as f m l \4 Be i ) a u u . 
P: 3 \ ud 1 * 2 . h .... r (mod Pı) 


. 





Das eine Resultat ist übrigens eine unmittelbare Folge des andern. 


S. 6. 
Das Fundamentaltheorem in seiner einfachsten Gestait. 
Wir kennen jetzt für jede von p verschiedene reelle ungerade Prim- 
zahl g die Werthe der Summen w(g,!) und auch ihre Reste nach dem Modul 4. 
Durch Verbindung dieser beiden Resultate ergiebt sich Folgendes. 
A. Wenn y eine Primzahl 4n--3 ist, so hat man nach ($. 5.) 
7 \ f Eiome! LI’ ra 9.” E 
vg )—=[—1]p*"" pi”, und nach ($.3.) w(g1)==[g;pı (mod. g). 
weil 39=1 (mod. 4) ist; also erhält man 
FE (9-3) ce +1) Zn . 
1. [-1]p per = [g;p,] (mod. 9). 
B. Ist zweitens q von der Form 4n--1I, so ist nach ($. 5.) 
(4; 1) = pi =, und nach ($.3.) w(g,1) = [gs pi] (mod. 4). weil 
jetzt 39 ==3 (mod. 4); also ist 
‘ Eliten lg n 
a. TIER Ze [g; pı)’ (mod. g), 


und in beiden Formeln (1.) und (2.) läfst sich der Quotient der Division 


gemein ausführbaren Division, bei welcher man die numerischen Werthe de: 
Dividendus und Divisors nicht zu kennen’ braucht, scheint ziemlich merkwürdie 


durch qg nach ($. 3.) allgemein hinschreiben. Ein Beispiel einer solchen all- 
. „+ f * . . . * 

zu sein, und bekräftigt die Richtigkeit des Resultats aufs schärfste. 
| 


©, Wenn wiederum 9—4n--3 ist, so folet aus (1.). wenn man 
beide Theile zur Potenz 4(4—1) erhebt, und bedenkt, dafs 4/9 —1) ungerade. 
also [1] "= [—1] ist, 

3. er = [g, pl? (mod. g). 
Nun ist, wenn man sich des aus der Theorie der quadratischen Reste be- 
kannten Legendreschen Zeichens bedient: 
pr’ = (2) (mod. 9). 
1 

Da p=1 (mod.4), so ist (2) (Fundamentaltheorem für die quadra- 


3 EP | | Ba 
tischen Reste) . ferner (A ) =q (p—1) (mod. p). also auch (2) = | . (mod. P, ). 
30 * 
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folelich (4 ) — lg’ s pi = [9 pP), mithin &* a [9, PT und 


FF PPRUER 
pP ACT — [g;gq,]? (mod. g). 
Substituirt man diesen Werth in die Congruenz (3.) und hebt auf beiden Sei- 
ten den gemeinschaftlichen Factor [g; p]‘"”” heraus, so kommt 
1(gq?—1) — r “7 
[—1]p: = [g;p] (mod. y), oder 
=) — I % 
. pi = [—9,pı] (mod. +9) *). 

Da nun g° die Norm von der reellen und zugleich complexen Primzahl —Y 
Ö ’ “ ip Ininnier > iYvN "ı 1 7 » ip ga?) Be: — 
‚ und da wir diejenige complexe Einheit, welcher p: (mod. —g) con 
oruent ist, durch [p,; —g] bezeichnen, so haben wir aus (4.) die merkwür- 

dige Reeiprocitätsformel 
>» 17,35 —4l = IP. 
„Wenn p, eine primäre zweigliedrige Primzahl mit der Norm p, 
„und —g eine primäre eingliedrige Primzahl ist, d.h. eine reelle 
‚Primzahl, welche, abgesehn vom Zeichen, die Form 4n--3 hat, so 
„’st der Rest der Potenz p‘“” durch —q derselbe, wie der Rest 
„der Potenz (—q):?—" durch p,.” | 
D. Wenn wieder wie in (B.) g die Form 4n-/-1 hat, und g, und @, 
lie beiden primären Primfactoren von g sind, so giebt die Congrueuz (2.) 
i 2\llg—1) - — ” ig * 
(pp, )° = [g;p,]' (mod. g,), 
lolglich, da y die Norm von g ist, 
2 } 3 F 
Lpp: gl = [as pl, oder [pip; gl = 195 9] 
und, wenn man beide Seiten zum Cubus erhebt, 
6. Tmrsgl = Ip 
\ber nach einer in $.1. gemachten Bemerkung hat man, da p, mit p,, g, mit 
, comjugert ist, 


3 


Ip; gl = Ir; al = [91 9)» 


‘oiglich wegen (6.) 
Ip; llpı: gl = 4; Ppıl» oder 
®; Ipı3qgl = 19; pı]- 
Dieses Resultat ist demjenigen, welches wir vorhin in (5.) für eine reelle 
Primzahl 4 -- 3 fanden, vollkommen analog. Welche reelle, von p verschie- 


—— 





*) Diese Formel (4.) läfst sich auf noch viel einfacherem Wege aus (1.) ableiten. 


\ ’ . a) 1 pn b. (O— — D * 
Der Gleichung (1.) kann man die Form pe Ip »=[—g,p,] (mod. g) geben; er- 
wägl man nun, dafs », ==p? (mod. q) ist, so erhält man hieraus unmittelbar durch Sub- 
. . e 1 ä ® 4 
stitulion von »7 an die Stelle von p, die Gleichung (4.). 
p‘ a (4. 
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dene primäre Primzahl also auch 2 bedeuten mag, sie mag posiliv und von 
der Form 4n---1, oder negativ und abgesehn vom Zeichen von der Form 4n- 3 
sein: immer ist 

5. [pl] = Ip. 


5:8 
Das Fundamentaltheorem, wenn die eine Zahl reell ist. 
Wir gehen zu der Verallgemeinerung und Ergänzung der in dem vori- 
sen Paragraph gefundenen Resultate über. Jede primäre reelle Zahl Z, d. h. 


jede reelle Zahl Z, welche mit ihrem Zeichen = I (mod. #) ist. läfst sich 
in ein Product von reellen Primzahlen Z,, &, 4, L, .... zerlegen, welche 
theils positiv und =1 (mod. 4.), theils negativ und, abgesehn vom Zeichen, 


—=3 (mod.4) sind, und man hat dann 
(7; 2] = IMlp:t], Tim] — Il: 

wo sich die Multiplicationszeichen JJ auf die verschiedenen ? erstrecken. Aber 
nach dem vorigen Paragraphen ist für jedes der eben definirten 7, welche wir 
sämmtlich von p verschieden voraussetzen, |p,52] = ]|/; pı], mithin auch 
T\p;!]=TM|U;p,]|, d.h. 

I?7; 2] = [bi p\l. 
Die Gleichung [4; A]J=[L;t] gilt also, wenn 2 eine primäre zweigliedrige 
complexe Primzahl und Z eine beliebige primäre reelle Zahl ist, in welche 
£ nicht aufgeht; sie gilt aber auch ferner, wenn Z eine primäre eingliedrige 
Primzahl ist, d. h. eine reelle Primzahl 4n--3, mit dem negativen Zeichen ge- 
nommen. In der That, in diesem zweiten Falle hat man schon nach ($. 1.) 
I; L]J=1, [L;t]=1, also gewils [1; Z]J = [Z; 2]. 

Jede denkbare primäre complexe Zahl 7 läfst sich auf die Form #,, , 
l;, tu, .... bringen, wo #, etc. theils primäre zweigliedrige, theils primäre 
eingliedrige complexe Primzahlen vorstellen; man kann also 
IT; LJ=1N][t;L] und [Z, Tj=/I[L;t] 

setzen, und da nach dem eben Bewiesenen [{; L]=|ZL;t] ist, so folgt 

IT; L] = [L;T], 


wenn 7 und Z keinen gemeinschaftlichen Factor haben. 


„Wenn also T irgend eine primäre complexe Zahl, L irgend eine 
„primäre reelle Zahl vorstellt, welche zu jener relative Primzahl 
„ist, so hut man immer [T; LJ=[|L; T].” 
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Es ist kaum nölhig, zu bemerken, dafs diese Gleichung auch noch gilt, 
wenn ZT und Z einen gemeinschaftlichen Factor haben; denn in diesem Falle 


ist [| 7; Z| = 0 und 23 71=% 


S. 8. 


Das allgemeinste Fundamentaltheorem. 


Es bleiben noch zwei zweigliedrige Zahlen mit einander zu ver- 
oleichen. Es seien A+-Bt und Ü--D: irgend zwei primäre complexe Zah- 
en (den Fall B=0 oder D=0 nicht ausgeschlossen) ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler; a2 sei der gröfste primäre gemeinschaftliche Theiler von A 
und 3, n der grölste primäre gemeinschaflliche Theiler von EC’ und D, so 
dals man | 

A4-Bi= m(a-bi),, U-Di == n(c+di) 

setzen kann. wo 4 zu db und e zu d relative Primzahl ist, während m = 1. 
n 1 (mod. 4), ab =l, c-+-di=1 (mod. ?+-.2:) ist. Es ist zunächst 

|A--Bi; C-Di = |m; n]| |m; c--di][a+bi;n]|a+bi;c-di]. 

|C-- Di; A-- Bi] = |n; m]||n;a-—-bil[c-+di;m]||ce+di;a--bi]. 
Da nun nach dem bereits Bewiesenen [m; n] = [n;m]|, [m;c-+di]| = 
le di;m| und |a--bi;n]=|n;a-+bi]| ist, so kommt Alles auf die Ver- 
oleichung von |@a--b?;e--de] mit [e-di;a-—bz] an. Hierzu wird die Be- 
trachtung der identischen Gleichung 

l.e. e(a--bi) = ac--bd-+-bi(c- di) 
führen. Es folgt aus dieser Gleichung e(a— bi) = ac--bd (mod. c—+di), und 
da e mit d, also auch mit e--d? und a--bi mit c--di keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben. so folgt weiter 
2.  Jesc-+di][a-+b?;c—+di] = [uc—bd;c-.di]. 


(Ganz auf dieselbe Weise hat man 


[a; a—bi ][e— di;a- bi] = [ac-bd;a-—bij. 
folglich nach ($. 1.) 
3. f[aza—bil[le-—di;a--be] = [uc--bd;a—bi]. 


Die Gleichungen (2.) und (3.),. nach den bekannten Formeln in einander mul- 
iiplieirt, geben 
I. Je:e-+-di]fa;a— bilfa--bi;c-+-di][fe--di;a-biP 
— [ac+bd;ac+bdt(ad—bo)i], 
Um die vorkommenden Symbole für den gegenwärtigen Zweck und für 
die Anwendung der bereits bewiesenen Sätze passend einzurichten, mögen die 























19. Eisenstein, über biquadratische Reste. 239 


Buchstaben Ö, e, Z alle drei +1 bedeuten, und zwar in der Weise, daf: 
a=l (mod.4), e=e (mod.4), ac--bd=L (mod. 4) 

ist. Dann erhält man, da da, ge, lac- bd)) primär und reell sind, 
[da;a— bi] = [a—bi;a] = [—-bi;a] = [i;a]. 

weil a&— bi= —bi (mod.a) und —b reell ist. Eben so 

lee;ce--de] = [e-+-di;c] = [di;c] — [i; ce]. 
[S(ae+bd);ac--bd-+:lad—be)] — [ac+bd-:(ad— be); ac- bd] 

— [?(ad—be);ac+-bd] —= [i;ac--bd]. 

Durch Benutzung dieser Werthe läfst sich aus (4.) die folgende Gleichung ableiten: 
9. [?5ae][S; ac bd--vlad— be)][a+bi;c--di][e--di;a--bi] 
— [d; a—bi][e; c-+di][i;ac--bd]. 

Aber d und d sind beide gerade, folglich ist ae--bd = ac (mod. 4) und 

de. Dies giebt 

[Ö; ace- bd--:lad—be)] — [d; a—bi][d;c-+-dilfe; a — bille;e--dr]. 
und bemerkt man noch, dafs nach ($. 1.) 

[5 + EM D—(1eDAD, [ea] ed, 


u u 1 ; a a I 
ae] — lö;aec] ’ [le re; ab = [e+di; a+bi] 


I 


ist. so kann man der Gleichung (5.) die einfachere Form 
6b. [az+br;c-+di] = [e--di;a-+bi]l[i;aclac-bd)] 


geben. Da nun ac(ac--bd) = wc’--abed, welche Zahl wir für einen 


Augenblick durch e bezeichnen wollen, = 1 (mod.4), also primär ist, so hal 
-. ra. Yo ’ 
man [2; e] = #7 — (—1):@-D, also — —-1 oder = —1, je nachdem e = 1. 


oder =5 (mod. 8) ist. Der erste Fall findet Statt, wenn die geraden Zahlen 
b und d entweder beide durch 4 theilbar sind, oder wenn wenigstens eine von 
ihnen es ist; und in diesem Falle hat man [a-+-bi; c--di]—=[e--di;a- bi]. 
Ist.aber sowohl 5 als auch d=? (mod. 4). so hat man e==5 (mod. N). 
also [?,e] = — 1, und in diesem Falle ist aus (6.) 


[a--bi;c+di] = —[c-+di;a--bi]. 


Die beiden Fälle, welche wir eben betrachtet haben, lassen sich in der 
folgenden Formel vereinigen: 
. [a-+bi;c-di] = (— YAeTMDfe-+di;a-+bi]. 
denn diese beiden Fälle lassen sich auch so characterisiren, dafs in dem einen 
die ungeraden Zahlen @ und c beide, oder doch wenigstens eine von ihnen 
=1 (mod.4), dagegen in dem andern a und ce beide =3 (mod. 4) sind. 
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Um wieder auf die complexen Zahlen A--db2 und C-;-de zurückzu- 
kommen. verbinden wir die Gleichungen (7.) mit den im Anfange dieses Pa- 
ragraphs aufgestellten Gleichungen, welches 

[4-+ Bi; C+ Di] = (— 1“ W3ed [C-+ Di; A-+Bi] 
ojebt. oder auch, da m undn==1 (mod.4), also A=«a und Ü=e (mod. 4) ist: 
s..[4+Bi; C+ Di] = (— YA TO+Di; A+Bil 

Diese Formel umfalst alle Fälle und enthält das allgemeinste Reeiprociläts- 
veselz. welches sich in der Theorie der biquadratischen Reste aufstellen läfst. 
„Wenn A--Bi und C--Di irgend zwei ganze complexe Zahlen 
1 (mod. 24-22) bezeichnen, so ist 

A-B:; Ü- D:| = IÜ--D:; A - Bi] — 1 RAD dc-n 


„oder der biquadratische Character der ersien in Bezug auf die zweite 


de 





„est ödentlisch nit dem biquadratischen Character der zweiten in Bezug 
„auf die erste, wenn entweder die eine und die andere, wder wenig- 


„siens eine von ihnen ==1 (mod. 4) ist; sind aber beide complexe 
Zahlen 3-22 (mod. 4), so unterscheiden sich jene beiden biqua- 


„dratischen Charactere um zwei Einheiten. 
Durch ganz ähnliche Betrachtungen, wie die hier angestellten, läfst sich 


auch das Reeciprocilätsgeselz für die eubischen Reste beweisen. 


6. 9. 
Criterien für die complexe Zahl 1-+:. 

Um für die Theorie der biquadratischen Reste nichts zu wünschen übri« 
zu lassen, wollen wir noch mit Hülfe derselben Prineipien, welche bisher in 
dieser Abhandlung angewandt wurden, die Criterien des biquadratischen Cha- 
raclers der complexen Zahl 1--2 behandeln. 

Betrachten wir zuerst den Fall. wenn der Modul reell ist. Es sei « 
eine reelle Primzahl = 1 (mod. 4), und es sei der Werth von [1--::a] zu 
finden. Es sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem entweder «=p==p,p». 
wo p eine positive Primzahl 4n--1 ist, oder a= —g ist. wo g eine po- 
sitive Primzahl $r--3 bedeutet. Im ersten Falle findet man 

1: pl = [4 pllirsp) = IH p 
— [4 pllpı) = le pi: 


weil —4+==(1--2)‘, also ein Biquadrat ist. Aber [?:p,]=?”", also kommt 


für a =p: 


I1--2; a| — 25 u A 
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Im zweiten Falle, d. h. für «== — g, hat man 
[1-25 —g]) = (142) (mod. 9). 
Da nun wegen q== 3 (mod. 4) offenbar 


(1-2) = 1-2? (mod.g), also 

t - an . PR 
ı__»\I1— ___L  _ 
(1--?) = m” ? (mod. g) 


ist, so erhält man 

145g] = (14909409 = (209 (mod. g): 
also kommt, eben wie im ersten Falle, 

| 1-4; a) en (— 2jX0+D — gran) 

Es seien nun a, a’, a, ..... reelle und primäre Primzahlen. oleich oder 
ungleich. in beliebiger Anzahl, als theils reelle Primzahlen 4n--1 mit dem 
positiven, theils reelle Primzahlen 4n--3 mit dem negativen Zeichen senom- 
men. und es sei aa’a’'....— A. Setzt man 


1(4—1) == Mt, 1a -1) —— gr 1a‘ -1) — u”, elc.. 
so ıst 
a—=4u+l, d— 4u-1, a'— 4u'-1, etc. 
Multiplieirt man alle diese Gleichungen in einander, so kommt 
aada”.... — 1--4(u-u’+u”--....)-- einer Summe von Gliedern. 


die alle durch 16 theilbar sind. Hieraus folgt 
aaa"... . —1) = ut+w-+u"+.... (mod.4), d.h. 


YA—1) = 4{a—1)--4(a—1)-- 4(a—1)- .... (mod. 4) 
Von der andern Seite hat man, dem oben Bewiesenen zufolee. 
I+;J=", [1450] = #, [14150] = #", etec.: 
folglich durch Multiplieation, und mit Rücksicht auf die eben abgeleitete Congruenz 
I1--;; 4] — guten — gt AND, 
Aber A stellt jede beliebige reelle primäre Zahl vor: mithin haben wir fol- 
senden Satz über den biquadratischen Character der Zahl 1--2 in Bezug auf 
reelle Zahlen: 
„Wenn A irgend eine reelle und primäre Zahl vorstellt, so ist der 
biquadratische Character von 1--? in Bezug auf A, gleich YA | 
Wir gehen zu der Vergleichung von 1--2 mit einer zweigliedrigen 
primären Zahl @--d2 über und nehmen zuerst an, dafs « und 5 keinen ve- 
meinschaftlichen Theiler haben. Ganz wie bei dem Übergange in $. 8. ergieh! 
sich mit Hülfe der bereits bewiesenen Sätze auch hier Alles aus der Be- 


trachtung einer identischen Gleichung, nämlich der folgenden: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 3, 31 
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(«.) all+9—(a-+b) = t(a+ bi) *). 
Diese Gleichung liefert die beiden folgenden Congruenzen: 
(2) all-+2) = ab (mod. abi), 


(7-) a-bi = —ar(l--:) (mod. a--b). 
Die Congruenz (?.) giebt [a;a-be]|1 +2; a+bi]l = [a+b;a-+bil. Da 
ı--bi primär, folglich a+d = 1 (mod. 4) ist, so folgt aus dem Lehrsatze 
8.7. [a+-b;a+-bil=|a- bi;a--b|. und die Congruenz (7.) liefert wiederum 
la-- bi; ab] [-- ar;a--bJ|1--?5a--b], welches nach den Sätzen ın 
$. 1. und nach dem vorhin bewiesenen Salze — jalatb-1) ;ia+5-1) — gale+d—1) 


ist; also kommt, durch Einsetzung dieses Werthes: 
(9) [as;sa+bil[l--:;a-4bi] = dt, 

Ist nun zuerst a--d3=1 (mod.4), also a=1, b==0 (mod. 4), so hat man 

nach dem Lehrsatze 8.7. und nach den Sätzen $. 1. 


[a;a+bi] = [a+bi;a] = [bi;alfi;a] = 8", 


also eeht (d.) In 


(e) [1+i;a-+bi] = Herd gramm, 
d. h.. weil 5 durch 4 theilbar ist, in 
er 2 Li] = 2-9, (a+bi = 1 (mod. #)) 
über. Wenn aber «4 Bad 3-22 (mod. 4) ist, also a= 3, b= (mod. 4), 
so ist — a = 1 (mod. 4), folglich [a; a+b: ]=|—1;a+bi]| — u;a+b:]l = 
la--bi; — a] = — [bi; —a] = — [i; — a] = — °®, Substituirt man 


diesen Werth in der Gleichung (d.), zieht die Exponenten von 2 zusammen 
und bemerkt dabei, dafs &-—- 2 durch 4 theilbar ist, so erhält man 
(I1.) [1-+:;0a-+bi] = #0", (a-+bi = 3-42: (mod. 4)). 
Diese beiden Resullate (I.) und (II.), welche sich leicht in den Ausdruck 
(II) [i-+i;a+bi] = He 

vereinigen lassen, sind dieselben, welche Gau/s für Primzahlen in No.:63. 
seiner Untersuchungen über die biquadralischen Reste durch Induction gefunden 
und in den 9 letzten Nummern derselben Abhandlung auf einem von dem ge- 
genwärligen gänzlich verschiedenen Wege bewiesen hat. 

Um zu dem allgemeinsten Falle überzugehen, sei A+- Di—= m(a-+-bı), 


m reell und | (mod. 4). «-+ bz von derselben Form wie vorhin. nämlich 
*) Es ist zu bemerken, dafs die vier Zahlen «, 1+i, a+b, a+bi, zu je zweien 


genommen, keinen gemeinschafllichen Theiler haben. Dies folgt unmittelbar daraus, dafs 
a ungerade ist, und dafs a als zu 5 relative Primzahl vorausgesetzt wird. 
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primär und # und 5 seien ohne gemeinschaftlichen Theiler. Dann hat man 
1-2; A--Bi] = |1-0;m|| 1 --7;a--bil. 
Aber dem bereits Bewiesenen zufolge ist 
Il-+:i;m] = #"""), [1+:;a4bi] — dein, 

Da nun offenbar 

Ham— 1) 4(a—b-W"—1) = 4Hlam —bm—bim’—1) (mod. 4) 
ist, so erhält man. analog mit der Formel (I1l.) und diese als speciellen Fall 
umfassend: 

(IV.) 1 | 1; A- B:] — dil4-B-B:-ı) 
für jede primäre complexe Zahl A-- Bi. 
„Für jede primäre complexe Zahl A-Bi, den Fall B-—-V nicht 
ausgeschlossen, ist also der biquadratische Character von 1; 


Bezug auf A--Bi glech \XA— B— B’ — 1). 


In 


$. 10. 
Algorıtlımus. 
Da jede ganze complexe Zahl Q sich auf die Form 
°.(1-+:)P.P 
bringen läfst. wo P primär ist, und man in jedem Svmbol von der Form 
[Q; R]. unbeschadet der Allgemeinheit, R als primär vorausselzen darf. so 
lassen sich vermittels des Fundamentaltheorems und der Sätze über die com- 
plexen Zahlen © und 1-+-2 alle Fragen über biquadratische Charactere lösen 
Mit Hülfe der vier Gleichungen 


(1) [4-Bi;C1DJ) = (— 1) Amin fC1 Di; A- Bil. 


(2.) [5 A+ Bi] — m, 
(3.) 1 = ?; A--B:) pusnr ac gs 4A—-B—B’—1) 
(4.) [ZL;M]) = [L;M|, 


in denen A+Bi, C--Di als primär und L= L’ (mod. M) vorausgeseiz! 
werden, läfst sich ein einfacher Algorithmus angeben, vermittels dessen man 
den biquadratischen Character für je zwei vorgelegte complexe Zahlen in Bezug 
auf einander bestimmen kann. Nennen wir in dem Symbole [Q; 3] die Zahlen 


0 und R die Elemente, und denjenigen Factor, welcher herausgesetzt werden 

mufs (wie z.B. in (1.) (— 199), damit man die Elemente mit ein- 

ander verlauschen oder das Symbol umkehren könne, den Modularfactor, so 

besteht dieser Algorithmus, mit zwei Worten characterisirt, in einem fortwäh- 

renden Umkehren. Heraussetzen des Modularfactors und Bestimmung des klein- 
31” 
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sten Restes des ersten Elements in Bezug auf das zweite als Divisor; immer 
mit Anwendune der Gleichungen (1.) bis (4.), bis man zu den kleinsten com- 
plexen Zahlen gelangt. 

Es seien P und P, zwei gegebene primäre complexe Zahlen, und es sei 
der Werth von [P, P,] zu finden: denn auf diesen Fall lassen sich alle übrigen 
sogleich vermittels (2.) und (3.) zurückführen. Man bilde ein Divisionsschema 
von der Form 

P = k,P-+saP:, 
Pr, —=kR+eP, 
Pr, = PR +,P,. 


5  S N EeE (1.) 
f FE ns Ri P, —1 - Eu P, ’ 
; m Ki, er ? 


wo P,P,, P,, P, etc. lauter primäre complexe Zahlen vorstellen; &,, &, & etc. 
sind sämmtlich von der Form 2°(1--2)”, während &,P,, ,P,, ,P,, etc. die 
absolut kleinsten Reste sind von resp. P in Beziehung auf den Divisor P,,P;, 
in Beziehung auf den Divisor P,, P, in Beziehung auf den Divisor P,, u. s. w. 
Man findet den absolut kleinsten Rest, z. B. von Pin Bezug auf den Divisor P,. 


Br v. ’ 
wenn man für den Quotienten 5 die ganze complexe Zahl k, so bestimmt, 
1 
a en P } ' > ; 
dafs in der Differenz k, der reelle Theil, so wie der Coöfficient von 2, 


P, 

4 ist und dann ,P,— P—k,P, setzt. Diese Operation wird in dem Schema 
(y.) nothwendig zu einer letzten Gleichung P,,=%k,P, führen, in welcher 
der Rest 0 ist: denn die Norm jedes Restes ist nicht gröfser als die halbe 
\orm des vorhergehenden Divisors,. so dafs die Normen der Reste eine stark 
abnehmende Reihe bilden, deren Endglied die Null sein mufs. Nun ist ent- 
weder P, == 1, oder nicht = 1. Im zweiten Fall haben P und P, einen 
gemeinschaftlichen Factor und man erhält [P; P,]=0. Im ersten Falle hat 
man zur Bestimmung von [P; P,] folgende Reihe von Gleichungen: 

P;P)] = [aP:;P,] = [a; P][Pı; PIM(P,, P,), 

[P;; P| = [ P;; P,] — [&; P;] [P :P;] MP,, P,), 

[P.;P,) = [»P,;P,) = ls; PP; PIRP, P,), 
I 


wo allgemein durch M(A-- Bi, C--Di) der Modularfactor (— 14-9 46» 
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bezeichnet wird: und hieraus ergiebt sich 
[P;P)] = la; Pılls; P:l[s; P;] .- .- [&-ı> P,-ıl 
xXWMP , PJ)W(P.,P)M(P,,P).... W(P,., P.-): 

Die Werthe von [&; P,], [&; P;] u. s. w. ergeben sich unmittelbar aus 
den Gleichungen (2.) und (3.), während man zur Bestimmung des Productes 
der Modularfactoren M nur zu zählen braucht, für wie viele von ihnen zwei 
aufeinanderfolgende P beide zugleich = 37-2? (mod. 4) sind. So erhält 
man den Werth von [P; P,] durch den blofsen Anblick der complexen Zahlen 
P, P,, P,,. P,, etc. Durch die Bildung eines Divisionsschemas (4.), welches 
in den andern Theilen der Zahlentheorie so wesentliche Dienste leistet. in- 
dem es die Verwandlung eines gewöhnlichen Bruchs in einen Kettenbruch. 
den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen, die Auflösung der Con- 
eruenzen ersten Grades giebt, kann also auch der biquadratische Character 
jeder complexen Zahl auf die einfachste Weise bestimmt werden. Durch die- 
sen einfachen Algorithmus wird gewissermalsen der Theorie der biquadrati- 
schen Reste die letzte Vollendung gegeben. 

Es ist fast überflüssig, zu bemerken, dafs durch die Theorie der bi- 
quadratischen Reste auch die der quadratischen Reste für die complexen Zahlen 


vollständig absolvirt ist. 
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20. 
(scometrischer Beweis des Fundamentaltheorems für 
dıe quadratischen Reste. 
(Von Herm Stud. Gotth. Eisenstein zu Berlin.) 





Ei: sei p eine posilive ungerade Primzahl, @ der Complexus aller geraden Zahlen 

p und >0, also a}, 4... 0. p—1; gsei irgend eine durch den Modul » 
nicht theilbare ganze Zahl. Bezeichnet man durch x das allgemeine Glied der 
Reste der Vielfachen ga« nach dem mod.p, so werden offenbar die Zahlen 
der Reihe, deren allgemeines Glied (— 1)”.r ist, mit den Zahlen der Reihe a 
bis auf Vielfache von p übereinstimmen; also wird man die beiden Congruen- 
zen haben: 

y’»”IHaz=IIr (mod.p),, und Ta=(—1)”IIr (mod. p). 

woraus folet 


. / 27 h 2 u 7 f 5 
gi = (—1)-" (mod.p), also m — (—1)“”. 
1a ’ ER . (dd 
Bedeutet & E ) die gröfste in dem Bruche : steckende ganze Zahl. 
N © pn gan — , 
so ist offenbar Fga—=pZE 5 )r=Zr; und da alle « gerade sind. und 
ai . . Ju\ / u 
p == 1 (mod. 2) ist, so folgt hieraus Ir = aeg? ) (mod. 2): also ist auch 
P/ 
3 ZE(T® 
(7) = (—1) ee) 
p 
. . . y . ‚ 2 i 
\enn g==2 ist, so giebt diese Formel sogleich den Werth von ( ): 
- N r 


ist dagegen g ungerade, also g—1 gerade. so findet man durch eine leichte 
Transformation 


zE(1%) a )- E 5 > _E + ei er 


R( be y E(2%)- E(S2)- .+R(& = (mod. 2) 


Wird letztere Summe durch « bezeichnet, so hat man auch (di ): - (—1)/ 
Man stelle sich jetzt in der Ebene ein rechtwinkliges + SASHA 

(z,y) und die ganze Ebene durch Parallelen mit den Axen in den Abständen 

— I von einander in lauter Quadrate von den Dimensionen —=1 getheilt vor. 
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Gitterpuncte sollen alle Eckpuncte von Quadraten heifsen, welche nicht ın den 
beiden Coordinaten- Axen liegen (Taf. II. Fig. 1. 2.). 


Nimmt man auf irgend einer senkrechten Parallele einen Punect an, dem 
die Ordinate y entspricht, so wird K&(y) die Anzahl der Gitterpuncte aus- 
drücken, welche zwischen diesem Puncte und der wagerechten Axe liegen: 
und nimmt man auf irgend einer wagerechten Parallele einen Punect an, dem 
die Abseisse x entspricht, so wird K(x) die Anzahl der Gitterpunete aus- 
drücken, welche zwischen diesem Puncte und der senkrechten Axe liegen. 
Zeichnet man daher in der Ebene irgend eine Curve, deren Gleichung y=y(&) 
ist (Fig. 1.), so wird die Summe 

Ey(l)+Ey(Y)+Ey(3)- Ey(4)-- etc. 
die Anzahl der Gitterpuncte geben, welche zwischen dieser Curve und der 
Axe der z liegen, diejenigen Gitterpuncte mitgerechnet, welche etwa zufällig 


auf der Curve selbst liegen sollten. 


Es sei nun, um wieder auf unsern Gegenstand zu kommen, AB (Fig. 2.) 


1 


diejenige gerade Linie, deren Gleichung y = ee ist, wo p und g jetzt beide 


als positive ungerade Primzahlen vorausgesetzt werden. AD = FB sei —p, 
AF—DB—g AC—=EG—=}(p—1),, AE—=ÜG=4(9—1). Bezeichnet 
man durch ı die Anzahl der Gitterpuncte zwischen AB und AD, bis zur Ordinate 
CG inel. (welche in der Figur durch Sternchen (*) ausgezeichnet sind). so wird 


. ( \ . 1. 
man nach dem oben Bewiesenen > == (—1)“ haben. Da die Gleichung unserer 
Y * Ü . » . 
Geraden auch so geschrieben werden kann: x — ”y, so wird man auf dieselbe 
29 


Weise, wenn v die Anzahl der Gitterpuncte bezeichnet, welehe zwischen AB 
und AF' bis zur Abscisse E@ incl. liegen (welche durch kleine Nullen (°) 


. . j) / \ » . > ® 
ausgezeichnet sind ), (2)= :(—Lb)* haben. Offenbar erschöpfen aber alle mit * 
( 


und alle mit 0 bezeichneten Gitterpuncte zusammengenommen, d.h. alle Gilter- 
puncte rechts und alle Gitterpuncte Zinks von AB, sämmtliche Gitterpuncte 
des Rechtecks AEGC, deren Anzahl 4(p—1).4(9—1) ist; also ergiebt sich 


1 


u+-v—=4p—l).4(g—1), und 


DA) = (17 = (- pienen; 


was zu beweisen war. 
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ga 
T = u (mod. ?) 


p 
ebenfalls durch eine sehr einfache geometrische Betrachtung nachweisen. wenn 


Übrirens läfst sich die obige Transformation ZE( 


ui ) i .) 
man bedenkt. dafs zE(T}) nichts anders ist, als die Anzahl der Gitterpuncte, 


welche auf den geraden Ordinaten (denen die Abseissen 2 — |, 4,6, Pp— 1 
entsprechen) zwischen AB und AD bis zu BD liegen, und dafs jede Ordinate. 
von der Axe AD bis zu F'B excl. hin, 9—1, also eine gerade Anzahl Gitter- 
nunete enthält; so wie, dafs die beiden Dreiecke BAD und ABF congruen! 
sind und dafs dieses in Bezug auf BF und BD genau ebenso liegt, wie jenes 
in Bezug auf AD und AF'; wovon die Ausführung dem Leser überlassen 
bleiben mag. 

Anmerkung. Es giebt Figuren, für welche man durch einfache For- 
meln die Anzahl der innerhalb derselben liegenden Gitterpuncte bestimmen kann. 
Stellt man sich z. B. einen Kreis vor, dessen Mittelpunet im Anfangspuncte 
der Coordinaten liegt und dessen Radius = yon ist, so wird die Anzahl der 
Gitterpuncte 5, welche dieser Kreis umschliefst, die auf den Axen liegenden 
nitgerechnet, durch folgende Formel gegeben: 

S — 1--4(E(m) — E(!m)- E(lm) — E(!m)--....). 
bis die Reihe von selbst abbricht. Wie leicht zu sehen, drückt diese Glei- 
chung eine Relation zwischen der Anzahl der Gitterpuncte eines Kreises und 
der Anzahl der Gilterpuncte eines zwischen zwei Hyperbeln eingeschlosse- 


nen Seomen!s aus. Setzt man in der Formel 


pe | „im: | wi z | 
NS | 4( E(m)— — Em) —E(1m) — ete.). 
m m m m r i m MR ; 
m x. so verwandelt sich die linke Seite in ». während die rechte Seite in 


+1 . 


1-1 etc.) übergeht, so dafs man hier die Lerbnitz’sche Formel für 
; erhält. Es giebt ähnliche Formeln für die Anzahl der Gitterpuncte eines 
Systems von Ellipsen oder Hyperbelsectoren; auch finden ähnliche Relationen 
im Raume und in Fällen mit mehr als 3 Dimensionen Statt. Wir werden 
auf diesen wichtigen Gegenstand, der aufs genauste mit den Eigenschaften 
der höheren Formen zusammenhängt. bei einer andern Gelegenheit zurück- 
kommen 


Berlin. im Juli 1544. 
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21. 


Exereitationes analyticae ın theorema Abelıanum 
de integralibus funetionum algebraicarum. 


( Auctore Dr. Georgio Rosenhain Breslav.) 


NS; per f{x,y) designamus functionem rationalem variabilis = et radieis 
euiuslibet y aequationis algebraicae 


1 > 


1. yay) = my" TmyY" TRY Pay tp0,; 
euius coefficientes Pu» Pı> Pas » ++ Pr polynomia data ipsius x sunt, funetioni 
f(z,y) nomen tribuitur algebraicae ipsius x, eique explieitae aut implieitae, 
prout aequatio (1.) per radieum extractionem resolvi potest aut non potest. 
Inter varias formas, in quas aequationis (1.) et formularıum, quibus radieum 
functiones symmetricae ad coöfficientes revocantur, notissimarum ope funclionem 
f(z,y) redigere licet, eam geometrae plerumque eligunt, quae. denominatore 
rationali facto, respectu ipsius y evadit integra; scilicet formam 

2. My""-+-M,y"”+M,y""-+....+M,_y+M,. 

in qua coöfficientes M,. M;, M,..... M, sunt functiones rationales ipsius . 
Sed casus inveniuntur, quibus peculiari denominatoris forma irralionali vera 
funetionis algebraicae indoles continetur, quae. denominatore rationali facto. 
certe in functione algebraica implieita valde obumbratur. In quorum numero 
inprimis sunt differentialia tota functionis (2, y'), quae ex ipsa differentiatione dif- 
ferentialis partialis functionis g (x, y) secundum y sumti (quod more Lagrangiano 
sieno g’(y) designare placet) potestates impares ex ordine denominatores 
aseiscunt. Eodem modo, ubi de ?ntegralibus functionum algebraicarum agitur. 
functioni integrandae. siquidem eius formam accuratius delinire volumus, haud 
inconvenienter suppeditabimus denominatorem g‘(y). unde respecto y funetio 
ista formam induet primi quotientis differentialis functionis algebraicae (2.) ipsius . 
Facta autem divisione per denominatorem g°(y), numerator funclionis integrandae 
repectu ipsius y ad gradum (n—2)"" deprimitur. ita ut, si &. Q;. .... @, 
functiones ralionales ipsius = significant, 
0,3," +0, 17" +. +9 Yy +0, 
2LDBER: ; 
sit forma funetionis algebraicae integrandae, quam inter omnes praestantissiman 





3. 


esse censemus. (uia enim, respecto y, eadem est ac forma primi quotienlis 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 5. 32 
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differentialis funetionis algebraicae (2.). simplieius quam quaevis alia docebit. 
quae relationes inter co@ffieientes constantes funetionis algebraicae integran- 
dae inlercedere debeant, ut eius integrale algebraice exhiberi possit, sive ut 
funelio integranda sit differentiale totum functionis algebraicae ipsius x. (Quae 
quidem quaestlio, ubi de istis integralibus agitur, et sponte oceurrit, (nam inter 
easus alvebraicos et transcendentes dislineuendum esse. ab initio patet) et simul 
aliam expedit de eorum reduclione algebraica, sive de integralibus, ad quorum 
aggregalum lineare addita funetione algebraica ipsius x omnia alia integralia 
[unelionum algebraicarum eiusdem irrationalilatis revocanlur. Quantum autem et 
in disquisitionibus de additione integralium functionum algebraicarum forma (3.) 
(unelionis integrandae ante alias excellat, in ipsa commentatione apparebit. 
Posito an 2 forma (3.) in eam abit, cui, in integralibus ceireularibus et 
elliptieis semper adhibitae, elarissimus Abel inelytum superstruxit de integralibus 
hyperelliptieis theorema; quod etiam ex aequalione quadratica frenomea deducere, 
elarissimo Jacob? (vide Diar. Crell. tom. X. pag. 99) nonnisi ope eiusdem for- 
mae (3.) successit, In nolta brevissima (Diar. Crell. tom. IV.), qua theorema 
suum ad integralia omnia funelionum algebraicarum (vel implieitarum ) extendit, 
clarissimus Abel non quaesivit de functionis inlegrandae forma aplissima, quia 
in brevissima demonstralionis expositione, quae spatio una pagina minore con- 
Iinetur, sulfeeit definitio generalis, ut functionis ralionalis ipsarum x et radicis y 
aequationis 2° oradus g(X,y)=0. (Quominus, quod promiseral, rem uberius 
Iraclaret. morlem, quae paucas hebdomades postea eum abripuit, prohibuisse. 
notum est, Sie novum inventum geomeltris superstitibus perfliciendum relictum 
eral. Sed rei gravissimae diu ralionem non habuerunt. Triennio vero post 
elarissimus Jacobr, quum in Diario Crelliano (tom. VIII.) iudicaret de supple- 
mento terlio operis egregii elarissimi Legendre „‚Traite des fonclions elliptiques.” 
theorema inelytum Abelianum ex hyperelliptieis ad cuiuslibet functionis algebraicae 
iniegralia ab ipso auctore extensum esse, geometris in memorlam reduxit, 
euius tamen exposilionem tolam reproducendam esse censuit. Multi ex hoc 
Iempore rem traclarunl. Sed non nisi eo casu, quo y per aequalionem binomiam 
ex ipsa x pendel. ideoque f(x, y) ipsius x est functio explicila, ex invento 
elarissimi Abel iis, quae ipse de integralibus hyperelliptieis collegit, similia 
coneludere potuerunt. Huc maxime perlinent integralium divisio in genera secundum 
naluram diversam, quam in additione prae se ferunt, atquae aequabtas numeri 
conslanlium, quae in numeratore integralis primi generis inveniuntur, cum numero 


minimo integralium. ad quem summa data integralium theoremalte .Abeliano 
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revocatur. Eadem etiam pro casu maxime generali aequationis (1.) valere. 
sequentibus astendere nobis proposuimus, alque apparebit demonstrationem maxime 
iuvari, ubi loco formae (2.) hucusque acceptae ipsa (3.) functioni integrandae 
tribuatur. Antea vero ostendamus. quomodo differentiale totum funclionis alge- 
braicae f(x, y) ipsius & calceulo minimo in formam (3.) redigatur; quo facto 
simul expedietur quaestio de reductione algebraica integralium funetionum alge- 
braicarum formae (3.). 


Caput 1. 
De quotiente differentiali functionis algebraicae unius variabilis. 
In 


Sienis Lograngranıs usi significabimus per fx) et f(y) differentialia 
partialia funetionis f(&,y) variabilium x et y secundum x et y sumta; alque. 
ubi y functio ipsius x est. per f’ vel etiam per |f(x,v)]‘ differentiale totum 
functionis f{#, y), ceuius in locum, ubi placuerit eliam sienum Leibnitzianun 
dfia,y) 


da 





seribetur. 


Sit y radix quaelibet aequalionis 
1. 9Yy) = BY" TPıY" TRY" "++. - + yYtPpn = 0, 
in qua Pu» Pı> Pas »-»- ?, Sint polynomia data ipsius z ita comparata, ut aequalio 
(1.) irredueltibilis sit, i. e. ut radix y aequationis (1.) non simul sit radix alterius 
aequalionis ralionalis inter x et y, quae respeclo y tantum ad gradum n" 
minorem ascendat; quo statuto aequatio (1.) radiecibus aequalibus gaudere non 
poterit. Jam quia ex aequalione identica (x, y)=0 differentiando prodit 
NO idee Fer EN, 
si per M, functio rationalis ipsius x per k quilibet e numeris 1,2, 3,...., 0 —1 
d(M,y"—) 


designatur, —,, — denominalore g°’(y) gaudebit, et posilo 
dMy't) _ Fi(y) 
dx .@'(y) 
erit 


F(y)= (MyNgy) = Miy"g/(y)— (n—k)Mıy'g‘(@). 
Numeratorem Fi(y) videmus respectu ipsius y ascendere usque ad gradum 
(2n—k— 1)"; ut ad (a— 1)" deprimatur, ponamus 

\ L) n—1 | n—2 | | ._| 

F\,(u) = T(u)y(z,u)--P, u + P, u +..+Po-1,1YtPni5 


ubi % significat quantitatem quamlibet, 7',(w) autem functionem ralionalem in- 


32 * 
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21. 


tegram ipsius u gradus 


P., funetiones rationales ipsius x sunt; erit, qua y(@,y)=0, 
v A nn? | ee‘ nk 
F\, (Y) P, k 2 P, ; ) T ++. Bi * ® P,; we (M,y 
posito 
4. Yu) = Pu” —+p, u" - 9. = Pı(U—Yı)!U—Yı)U—Y;)» 
e formula notissima de Kesehhien: fractiones PERER 
r Pıx w"'1P.ı u” Tom FP,r N 
Js p u) 
= Fuly) 1 Fo) A LH | 
1 gY(yı) 'u—yi 1 gpl(y)' u A, Ezuie 


inultiplicatione facta per p(x,u) et valore F 


8. 


Pars dextra aequationis (6.) est 
aequationis g 


el ipsius W. 


2V) 


unde aequatione (6.) P,.,, exhibetur ut funetio 


eolleetis habemus aequalionem 
” d{ Mi} 
4 —— 
dx 
qua valores 


tur ponendo ae 2 


(my +pıy 
l 


Pı + li 


coöfficientiam P, ,, P 
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vVy rn BE 
1): 


1 


1) 1 I 
£ I) 


"Pı—ı Yi 2% p 


f ıı P:Yi 


funeltio symmetric: 


0, ideoque functio ralionalis polynomiorum p,,Pı» Pas --- 


eorumque quotientium differentialium p,., Pi, Pr; 


ralionalis ipsius 
5 P;, k F 
p(y) 

9’. P,; 


+ Pr, k ih 


= 5 SEE 


.„ an— 1 loco ipsius r. 


Pro r== 0 invenitur e formula (6.) 
, P,; z; p,(4 k F u I = p,(l M, 2 —; | u 


unde divisione facta per denominalorem Y 


utraque parte subducto aequatio (7.) abit in hanc: 


1 5 
d\ 7: (; NR ___ PX yt)\ 
N 1 


g nn vr 1 


d.r 


qua 


10. ge 


= Y;/ . ar—1 
Er, \ pP Yi Pı) 


Posito igitur 5.0 3=N 


Orr 7" +rr” 


p' 


n—r PD 
m 1, h 


% Po 


P,) (M, y; ng 


P,.,x— 


n 


‚ habemus formulam 


adicum Yy» Ya.» 


cs 
(y) et BRPIHE divisionis — 


(n— k—1)". cuius coöfficientes aeque ac quanlitates 


)‘ g'(y) , 


N, 


/ Er om 7 DUERe WER „a 
(M, y!”")'gp’(y,) substituto. 


S# I .N—h\/ 
r, el k) l J z 


Yı 

.‘ 

p,.» Mh. 
Ouibus 


formula (6.) inveniun- 


3 


ab 
"po 


. — On-1,k Y + Or 


LE (M, ya) £ 
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n—1 i ni “ 
>” M ( Be. ) | | | 
U uk |! ) ii) n_9 | | 
Pe. any: I _ N y?+N,y7+4-.. + Ny+N 
11. — —————— —_ — 
dx Y (y) 
juae docet, ponendum esse 
n 
12. —nM,. = 2(M,y”"-My7’”+...- MY: 
i 


ut. si y designat quamlibet e n radieibus yı. Yas Yas =: +5 Y Use 


n" gradus p(x,y)==0, in differentiali functionis algebraicae ipsius x 


M,y’-1M,y” 4... 1-Muy-4M, 


Y 


numeralor respeclo y sponle FÜNERRESP ad gradum (n — 2)" unitate minorem 


quam gradus denominatoris p’(y), sive ut hal 
d(M, y"'+M, y"?+....+ My M) _ NY”? HN, y" +... 4 Nm y+ N: 
dx a (7) | 
Qui valor ipsius M, eliam directius hoc modo invenitur: 


Quaesita functione M, ipsius x eiusmodi, ut. quoties y sit una e ra- 


dieibus N Yı; Yo EN ; Bag p(z,Yy)—=0, fial 
d(M, yP'+M, y"?+....+Ma-1y+Ma) _ N y"?+N, y"3+.... + N. y+N 
dx y'(y) 


tı M. M,,..... M,_ı, N, N;....., N, sint functiones rationales solius , 
ab ipsa y nullo modo pendentes, sequitur e theoremale notissimo 
" N, 2? +N, sv’ "+. tN Ay; tr N, 


2: m Ten _— - (). 
“ pi Y;) 
d(M, Z;y?-!+M, Z;yr?+....4 Mi di), +.M, 
Be RE 3 en ee Ze Ü 
dx 
unde —nM,, valorem sibi poseit aequationis (12.) 
2. 
. n—1 
Accuraltius examinemus co6ffieientes N, , = £&, Q,,,, singulis indieis r 
1 


valoribus 1. 2, 3. ...., 2— 1 respondentes, et quaeramus de forma functio- 
num M, eiusmodi, ut ea potestas ipsius p,, quam e proprietate notissima 
functionum symmetricarum radicum aequationis algebraicae (X, y)=0, functio 
N, ., pro denominatore assumit, eius numeralorem metiatur. (Quam quidem 
quaestionem casibus hucusque consideratis aequalionis quadraticae trinomiae et 
aequationis binomiae n" gradus cuiuslibet eandem esse observo cum altera 


quaestione de minimo numero integro positivo ) eiusmodi, ut, posito M, — A, p/, 
in denominatoribus ipsarum Q,., x, quibus functiones N,,, conflantur, potesta- 








14 


16. 
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tes illae ipsius p, non amplıus inveniantur,. Pro n==2 enim numeri r et k 
solum ipsius r valorem permittunt, unde numeri co@flicientium N,;, et coeffi- 
eienlium @,,, , ulterque unitali aequales fiunt; casu vero aequationis binomiae, 
op mp. —=Pp-1 0, e coöfficientibus Q,,,, eidem r respon- 
dentibus. omnes evanescunt praeter solam Q,., ,, unde fit N,., = 0,.,,. Qua 
de re etiam nostro casu aequationis generalis algebraicae n" gradus y(x,y) =0, 
quamvis altera ab altera divergat, quaestioni illi de funetionibus N\,., brevem 
alterius quaeslionis de ipsis Q@,,,, expositionem praemittere placet. Et pri- 
mum patet ponendum esse M, == A,p/ ut potestas illa ipsius p, e denomina- 
tore funetionis @,.,, exterminelur; atque erit valor minimus ipsius A aequalis 
numero n— Ä, siquidem aequationis Y(X,y) = 0 forma maxime generalis 
conservalur. 


Kodem enim modo. quo ex aequalione 


j \ n n / r B 
13 pin = | ie 1 m: Ji | Yi- cn Fi A ' 
p(x,) ı n—yi z ) u u? u? u‘ 
inveniuntur formulae 
‚! )0O0=pn 3 Y mE Yy TREE Y "+. tPpFyitPpe-G San el 
1 l i i 
n n n n 
r . a . sn . Pr, ” ve . ei 
12) V=9 2 Y TS TRSY ++ Ta as IU—N, 
l 1 1 1 


legem conlinentes nolissimam, qua superiorum potestatum radicum summae ad 


inferiorum revocanlur, ex aequalione sımili 


/ / n F ‘ n fd a ı 
r iA Po RER. -, Yı Pia Po PRERE,,. -, Yi ) 1 E Yi 5 Fi nn Yi Ei | 
pr) Po ı n—yi Po Tau u. iu ig 17° 
. “ ( [3 4‘ “ he 
in qua loco ipsius * eius valor — y; substitutus est, proveniunt 
( Yi ” 
. de is 4 Inc "GE, 4 du 4 \ Pal’ ER. 5 

\ | } # Ps z Y % pP, =; y; y; u  Pa-ı _— Yi r— Pa < log > b) sı d a: n ei 
1 1 | ! Po 

\ n n n 

(=) =pySyi tm Z&yyit tm EyY"Yo SIa—_ N. 
N | Er” j ee 


Quarum aequalionum ope, vel etiam si vis ope similium, quae, aequatione (14.1.) ab 
ö n 

ipsa 2,1," "y(@,y;)==0 et aequatione (16. 1.) ab ipsa I; y7"""y;yp(2,y)—=0 
i 


i 
subduetis. pro summis potestatum negalivarum radicum obtinentur, valor functio- 
nis @,,;,, aequatione (10.) exhibitus ita transformatur, ut positis 
P u . i _ ' 4' ] Eu.4 pt 
7. M=Ap. pEyi=NS, Om AR tn —k)AT,, 


fat. sir —k: 
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re n—r Y Y 2 Y 3 y 
1) —R, , ae 7 P->Dn- 1 PPriı > 17 PP, +28 a P’P-53®, } 





nl Y ı n r+n 
tt Ben S, + p" ‘p L 
18.7 \2) — u ER Sk |, S,. u Sr “N Sn -k-3 
nk n P: nk PP: ö In A PPuP; a -; "PP: u n—k-; 3 
re en anal PERIER} °: ) unmene, MREEERD ie 
Po Prin-kı T TPo Pr+n-r \I0O8P, Prin-k/$ - 
sı vero r>k 
n Y | nf ] = \ 7 
1) -R,, = —P, 8,14 Pa Pr+ı Dart Po Pr+2 Dn-i-2 + Po Pr+3 Dn-ı-3 1 
a Er 
19. n-r  S4_; Mi 1-1 EEE Ss, 
ir 2 PM. ı —_ — nee IP,» en 7° Wet. Bunt. 
) rıh n Pr nk P,Pr- n-k-1 "PuPr. n—k—2 PuPr- 'n-k-3 
y” r ) S/ A 
Po Pr, 
Notum autem est et patet ex aequationibus (14.) functionem ipsius x ralionalen 
n n 
Ö;y' generaliter gaudere denominatore p,, vel, quod idem valet p\,I;y! =M,. 
Bo Be 


ipsius z esse funclionem integram generaliter per p, non divisibilem; contra vero 
n 


potestatem ipsius 9,, quae denominatorem functionis rationalis &;p/ constituit. 
1 


inferiorem esse quam ©", quoties polynomiorum P,, Ps Ps» »».. P,_, quae in 
aequatione y(X,y) 0 coöfficientium locum tenent, aliquae, in quorum tamen 
numero ipsum p, esse debet, aut absint, aut per potestatem ipsius p, sin! 
divisibiles. Quibus casibus specialibus missis factis sequitur, functiones R, ; 
T, , ipsius x integras per p, generaliter non divisibiles esse. ideoque (nk 
minimum esse numeri integri positivi 4 valorem, qui posito M, = A,p/; po- 
testatem ipsius 7, e denominatore functionis (,,,, exterminat; q. e. d. 


3. 
Posito 
n—1 l En 
d2%,M, („7+— _— 53 vr) 3, N yet 
‚Se: SUB... 32. 2. I Lt, 
dır | ir) 
invenimus 
20, > - 

n-1 | | 
ZN ee Hp yihPpn)- My. My“ 


et scimus, posito a 1 M,H,,), pro omnibus indieum r et k 
l 
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valoribus 1.2, 3, ....2—1 fieri@,,, functionem rationalem polynomiorum B; 


“ -. 


‘ 


H,, functionem ralionalem eorundem p,, et derivatorum p,,, et denominatores 
Iunetionum @,,, et H,,, esse potestates ipsius p,. Sunt enim e paragrapho 
antecedenti 

RR, PL iR 

Br H,.,= (n — k) 0 ‚k > & 

Po, ’ Pe 


Formam funetionum ipsius x rationalium M, ad arbitrium determinare licet: 


G,; 


staltuamus 1eilur 
21 M; a, ,.B, I a, ;B; 1 a, ,B,- .... | Te: 
ubi B,. B.. B...... B,_, desienant functiones ipsius x rationales «uaslibet 
i ) l I | 


et a, , |pro omnibus indieum vel A valoribus 1, 2, 3, .... 2— 1] functiones 


integras polynomiorum p, ita comparandas, ut. posito 


N 


n—1 


x.(B.L,- B,K,) 


! 


rıJ 


> 


ipsae I, , el A,,, singulis indieum r et v» valoribus 1.2,3,.... a —1 respon- 


dentes fiant funetiones integrae polynomiorum pP, et derivatorum p,., eaeque di- 
mensionis quam minimae. (Quam tamen dimensionem infra secundam decrescere 
non posse, patet e valoribus functionum 
s R,; ı., I, 1 »/R,; 
G,; . . I . H,, = Gy rc RN bee .i immez. 
Po Po 
ope aequalionum (15.) et (19.) exhibitis. 
Funcliones @, , inventuris usu veniunt aequationes (14. 1.) et (16.1.). 
Quum enim exhibeant 
%2 Spy; pıyi - 
l 


.TPr-Yı) = UP: 


—] 


rPpıYi ++. tn) = PırPo— Puh; : 


docent, funeliones polynomiorum p,, rationales 


23. Z;9Y; psY; 


n n n n 
nu EN 5 REN en rar Yis 
i 1 


aeque ac funetiones eorundem p, et derivatorum p,„ rationales 
pP, $ v u 7 yPpıziyi Yi: PP: Yıyis u... PP. Ziyis 
1 i 1 
in quibus potestates ipsius ?,. Iinde a (v—1)" usque ad primam, denominaltorum 
locum tenent, tales esse, quarum summa fiat integra per p, non divisibilis. Unde 


recte suspicaris, ad finem propositum perventum ini, posito 


"—1 nl 
4. ZMyi = 3Bkmy 4m y+py"+.- tMmoy) 
1 ı 


- 
ı w 
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(deoque 


2 = a. 
M, = pB.-+p,B.-; 
‚/ M, = »B,_+pB.-+p,B,.-;; 


2n. u 
u MM, = »B.-+pB.-+pıB.,+p,B,._ 
M.-m = DB. Bn+9B.-+49,—B,.. +... I p,B, 
;revitatis causa ponamus 
} m [e & 
P,(2,y) = my’ +pıy""--PprY -..tmryYtp 
lit ex aequaltione (22.) 
26. 3,1 P,&,y) —p4 vp,, sive Z,P(®,y) = (n—v)p 
H l 
ei ex aequatione (24.) 
n—] 7 ] 
. ' n—k en Fa N 
Si M,y" =,B,!iP %Y)— pP: 
1 
ideoque 
-] r —| 
; er l Se > 
>,M,(y" 1. ) z,B,{P,(2,y)—"—p 
N nz 1 \ H 
Habemus igitur 
ge ( n—tv _ \ . 
dz, B,!P (z,y)— -p zn ..y Br 
\ 2, n j r r+I1 
20 i u a I ER 
da p' Y) 
el 
S/p! nr NS kl 
N., ZIP (z,y:)— p,11&,Mıy”” 
EEE ) il ) 
Im ÄÜ 1 v i 
7 n—1 
= (Din. u | 
| u Kr ‚4 r\T, Yi) N P: { os B IP 1 W: p |; 
I 


el posito ut supra 


— 
29. N. = {Bl +B,K,} 
1 


demonstrandum est, funetiones I, , et K, ,, alteram Z, , polynomiorum p,, alteram 


K,, eorundem 9, et derivalorum 9, fieri integras. 
Sunt autem. quia &;P,(n,y)=(n—ev)p,. 
1 
/ n / BER \ 
a f » a 
1) I, — S;P,(z,y;, P T, ) ;) au PrP:> 


1 





30. 


n—r)(n—v) 


| n 
% u et — » i ER. >» M : \ i 4 
2) K,, u SF, (d, y )[Z ($, Y l— ——— m ——. P,p 


e quibus sequitur, fieri 


31. I rn Bush K, u| K,, BE B; P E, 


r, ı y 
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Brevitatis causa seribamus P,, P‘ loco ipsarum P,(x,y)., IP,(z, y)Y. 


erunt identice 


y ei pP +: — Po+19 


ee P ma Y MY MV — en Pure 


eode -- Buee 


P.. 
y r P,hu—-YyY'P,—-P- 
er P/.— ey Pr ı— PızıY — 9 | Y Pens 
33. (y gi Ps» —3y' Pa» —- May —- Pr Y—- Pass ty PH Y + 2 Pur2}, 
. P: Party Pu PRuy“ =» A WE, u REN 
Pr ty Pe +2 Pr Tee rer Dparnat 
Unaquaeque enim aequationum (32.) ope aequationis at yvP,=P,h—-Pıarı 


unaquaeque autem aequationum (33.) ope aequationis identicae run 
v’P,—p,,, ex antecedenti prodit, per y multiplicatione facta. 

Aequationum (32.) et (33.) prima per p,, secunda per 9,_1> :-:-- (m--1)" 
per ?,_„ denique (r--1)" per 9, multiplicatis, atque aequationibus utriusque 
systemalis post multiplicationem additis, prodeunt e systemate (32.) 

I) PP p,P,+p,_,\P,ı+Pp— Pr... pm P:- 
| u L ! ‚P,_\—p: 472 P,_— ER — Dr PP, 
34. ı ve , eliam 
PP, = p,P P + P.»- 1„,P 
2) A ı Pf rr2 tt Polrrv 
— PP. -ı -P, PP. ee. Pr: Mi 


e systemate (33.) autem 
) PP: = »,P;+»_P/.+r_. Pat... pP, 
ui 5 N pP: | ©. =. —P. ri 
LYy ieh Po + 29 rPıst--- [(r-1)P,:-—MY Po) 
. J —yY ıP, . En 0ER A Fe (r-1)pıP. .n.2°7 rt 
39. <  vel etiam 
2) pP P - pP: pP | Pr, 1 -p, Put... +9 P. 
P, ER -P, P, ? E77 Su 2. 
y p.iPrP 0 T’arıo -(v-1)p P.4..2-; "vV», r 
Yin... 2 | 22, Tr es0e 7 (® pP). 


> 


U 
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in quibus aequationibus symmetriae causa scripsimus P, loco ipsius p,, eui 
aequalis est. Aequatio (34. 2.) ex ipsa (34.1.) provenit indieibus v et r inter 
se permutalis, eo enim pars sinistra non multatur, ideoque etiam pars dextra 
eadem manere debet. Quod sibi poseit, ut summa terminorum, quibus aequa- 
tionum (34. 1.) et (34. 2.) partes dextrae altera alteram excedant, identice eva- 
nescat; et revera, si v —r, aequationis (34. 2.) pars dextra excedit partem 
dextram ipsius (34. 2.) terminis 

pP, --MiP,.zı- v.P,,- a u, „P,-: Pr P.-ı 

PP —PrraPınıt PP. ni, ı pP: er, 

se invicem destruentibus. 

Aequatio (35. 2.) variis modis exhibetur; simplicissime autem, ubi in 
aequatione identica 

PP, = IPPy—PBE; 

substituuntur loco ipsius P, P, valor aequationis (34. 2.), loco ipsius P, P autem 
valor quem aequatio (35. 1.) praebet indieibus ® et r inter se permutatis. Quia 
in aequationibus (34. 1.) et (35. 1) index 7, in ipsis (34. 2.) et (35. 2.) autem 
index © usque ad O0 comminuitur, has ubi v>r, illas vero ubi r>>v, calculo 
adhibere convenit. Adnotandum etiam est in aequationibus et antecedentibus 
et sequentibus quantitates p,„ ipsi O aequales poni debere, quoties index m 
aut negativus sit aut numerum » superel, unde etiam quantitates P, evanescunt. 
quoties » negativus aut maior quam n—1. Habetur autem, quia u—y ex- 


pressionem p(X, u) = p,u"-+p, u" p,u"”--....4p,_,u--p, melitur, 


_. p(x,u) wi n—2 n— | 
3b. r\ da — P,u" '+P,u +P;u ’+..+P._.u- er 


0—y 
est enim 
rise „U vl | vv) | | e 
P, = pr tmytmy"”+...+p-y+P: 


His praeparatis functiones 3,P,(2,y,)P,(2,y;), 3 P,(z,y)[P,(z,y;)] 
1 1 


ideoque et ipsae J,, et Ä,,, ut functiones rationales integrae polynomiorum p,, ei 
derivatorum p,, facillime exhibentur. Docent enim aequationes (22.) et (33.) fieri 


n n 
d 


z; P. (T,Y;) — (n—#)p, b) Ps: Yi P (X,Y;) ae Pr +1 Po — Pu P. +19 
2 


ideoque 
37. Pr+i Ei Yı P,_:(%, Ya ru Y; P,(z, yı) = Pı-ı p: 4 —PısıPr-ı: 


Quarum ope ex aequationibus (34.) et (35.) statim prodeunt 
33 * 
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ın-r)(n—v) 


6 mM a\D (m «“-.\ 
33. 1,—= 5 P,(&y)P(&y)— pp, pP 
Nn-—U ER wi 
—rp,p — (Ü-F)Pr-ıPurı t Pr-aPur2 t Pr-sPu43 T -- ++ T PoPotrf 
} 


gu . % I MR * I 
-) ), ıP: 4.1 <P, pP: ) | IP, ;P: 1.73 A222 rp p rk 
NT a p N\f 
vp,Pp, r-0) 1 Pı-ıPr+ıTt Pr-aPrr2 + Pr-sPrrs T + t PoPrruf 
ff 2 ‘ Ing | 
— 21 Pı-ıPrnı T2Pr-2Prr2 T3Pr-3Pr 43T + TOP. 


| ; (n—r){n-v) 
39. K,, = 23; P,.(z,y)[P, &,y.)Y —- =p,p 
| , N 
ale _ (vr)! | Bd eo; 
— pP, Pu — (BF) (Pr-ıPurı T Pr-2Pu+2 it Pr-sPo+3 7 +7 Poßu4rs 
(9.1 Pr) — 23 (Pr-2Pr42) — SI (Pr-sPı43) — Tr (PoPr-r) 
id z / fi £ { ‘ ‘ ‘ ) } 
—0P, Pr — (F-V) 1Pr-ıPr+ıt Pu-aPr+2 7 Po-3Pr+3 1 ++ TPoPr- h 


/ 


(Pr-1Prr) — 2(Pr-2Prr+2) — 3 (Pr-3Pr43) — - - — UlPrPı-v)- 


ul funeliones inlegrae polynomiorum p, el derivatorum p„ dimensionis secundae 


1. 
ormulae paragraphi anlecedentis adhue valent, si Pu, Pı» Pas :::- Pr= 
B.B,.B...... B,_; N;:, N;..... N, sunt functiones quaelibet ipsius x, 
ita lanlum eircumseriptae, ut ambiguitatem non permittant. Functiones tamen p, 
semper ita comparalae esse supponunlur, ul aequalio g(x,y) ==0 radieihus 
aequalibus non gaudeat. Paragrapho igitur antecedenti duo demonstrata sun! 
Iheoremata sequenlia, alterum alterius inversum. 
Theorema 1. 
Si designatur per y radix quaelibet aequationis 
yuy)=0 = my" my" HR" Te Pay Pr 
— HMY-YIY-YAY—Y3):::: 
radieibus aequalibus non gaudentis, per 94» Pıs Pas +++: Pr> Bi: _ Pe 
funetiones quaelibet ipsius x ita eircumseriptae, ut ambiguilatem non permit- 


lant. erit. posito 


P (z,y) = pnyY’ tpey’"+Pmy”" + TAYTtpe: 
ni Nn—vV ' 1 e 
dE,B,{P,(a,y)— IR: I.N,.yn 
N ) i nl 1 x 
dx . p'(y) ® 


N... = 3,BL,-B,K,,), 


rt 
I 
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ubi pro omnibus indicum r et » valoribus I, 2, 3, .... 2a—I fun! 


? 


Far la 2 < -— 9 \ 
w. = „_ rp,p u P-+Zm)P,...Piim 
nr © 6.4 
= —— UM Pr — Zn FU +2m)Pp,mPırm: 
1 
. n—v 4 
BERNER u F ey f/ ) ; z f i F I 
1. &,=- ——rp,p mt v—r-Im)Pp,_mPı m —M(P,_mPism —PrrmPi_m)! 
— Typ 5 (r—v--2m)Pp,_mPp -m(P,_mP! I y_,) 
. Pr 4. Pr —mt .. ‚F „mPr-ım | P: mPrım Pr-+m} m/f’ 
ıdeoque 
I I, K,-+-K,, I n. 


Theorema Il. 
Proposito inter a—1 variabiles B,, B,. B,,.... B,_, et variabilem 
x systemate n— 1 aequationum differentialium linearium primi ordinis 


n—1 


5, (B:L,+B,K.)—N.. 


12. EEE RE) - N; 


n—1 
Zu... +0...) = I, 
1 


> 


in quibus Z,, et K,, pro omnibus indicum r et » valoribus 1, 2, 3, .... 2 —I 
definitae sunt per aequationes (40.) et (41.), siquidem quantitates p, ipsi 0 
aequales ponuntur, quoties index m aut negativus est, aut numerum 2 superal: 
N. N;, .... N, autem aeque ac ipsae 9,5 Pıs Pas --»- P, functiones quae- 
libet datae ipsius x sunt, ita tantum circumseriptae, ut ambiguitatem non per- 
mitlant, posilis 

BY" TRY HRy" + HPnaytPpR =MI-NIY-YE)Y-Y3)---(YYr) 

=%6G (2,Y); 
PyY'tmy"" +my" +... +m-ytm = Pay) 


l 


locum tenebunt a—1 integralium completorum systematis (42.) quaelibet »—1 ex 
n aequationibus 








262 21. Rosenhain, de integr. funct. alyebr. 














n-1 
x V N a 
Fa —_ u -r /Yr+1), 
EB 'P,(@ ee s | -/ ie 
| _ Zu Y(yı) 
n—I 
R; 2 N,+ı | 
IP. N—V 2 - 2 
=. B,\P,@&Y2) — —— p.\ -/ 48, 
2 
a, 
43. a4 = x 3. N,+ı he 
‚pP: L, y Re — p,\ — 4A urz e 
7% ») } p'(y,) dx, 
= n—v Nrzya 
r. B, IP, (2, Yn RP — Pr\ ft a a. 
\ 
in quibus @,, 4, 4a, »... 4, designant constantes arbitrarias conditioni obnoxias 
n-1 u. 


Nr n—r—1 


2°; S, Ny+ ı Yı i &r Nr+ı Y2 
44. 0 nf _ de Sf: dc .... 
. Y(yı) IR (3) 


a. . &, Na a 
1 
ER — dx 
4 p(yr) B 


in qua a; designat quamlibet e rn quantitatibus @,, @, 4, .... 4,. Aequa- 
tio (44.) respectu harum En ern est; quod apparet, si ad 











7 yı Pa | 





c 3, N, 
eam additur aequatio notissima af dz — 0, in qua ce de- 


(N) 


signat constantem datam, e. g. zero. 
Pro n=? theorema II. in sequens abit e primis elementis calculi in- 
{initesimalis notissimum: „aequationis differentialis, 


B,(4pi — ?pP.)+ Bı(4pıpı — (pop:)) = N: 





(in quam aequationes (42.) pro a=? corruunt) ei esse 
1x 
ı B, v(p —4p,p x fi > 
ı Y(Ppı Po P:) MIT a 49,P3) 


Fiunt enim pro n—?: 
YyaY) = my +mytm = Pm(Y—Yı)ly—Y): 
Ex B (P (2,y)—- " —p,) un B,(py+4P:) Zn +B, 4 /(pr —4PpP.). 


1 
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>. 

Duo theoremata, modo exposita, sibi poscunt, ut aequatio p(w,y) = U 
pro indefinito ipsius x valore radicibus aequalibus y, vel quod idem est, cum 
aequatione g(y)=0 communibus non gaudeat. Proficiseitur autem theorema Il. 
non ab ipsa aequalione p(X,y) =0, sed a systemate a —1 aequationum dif- 
ferentialium (42.), ad quod in theoremate I. ex illa perveneramus. Unde, si 
functiones p, eius modi sunt, ut aequationi satisfiat, quae variabili y elimi- 
nata ex aequationibus p(z,y)=0, p'(y)==0 provenit, etiam ipsae aequa- 
tiones (42.) repugnantiam aliquam continebunt. Quae ut appareat, demonstre- 
mus, aequationem, cui a funclionibus p, satisfieri non debet, eandem esse cum 
ea, quam ex aequationibus (42.) lucramur, Determinante, e (a—1)’ quanlita- 
tibus AR conllato, ipsi O aequali posito; siquidem more a geomelris celeber- 
rimis accepto Determinanlis, e (a—1)? elementis Z,, conflati, nomen tribuitur 


„aggregalo 


3 de Zi, ch, aan 
„1.2.3....2— 1 terminorum, qui e termino I, 4,,: 4,3... I,_1,... prodeunt 
„indieibus omnibus aut prioribus aut posterioribus omni modo inter se permu- 
„tatis, singulis terminis praefixo signo aut -- aut — ea lege, ut binis ex in- 
„dieibus aut prioribus aut posterioribus inter se commutalis, tota expressio L 
„valorem oppositum induat.” 


» 
Ubi enim ex aequationibus (42.) funetiones derivatae B— 7 per 
ipsas B,, B,,.... B, et x exprimuntur, prodeunt aequationes 
#6. dz:dB,:dB.:....:dB,., = L:Pı:ßa::-:-: Bas 
in quibus P,, Pas --.. P,_, sunt functiones datae ipsarum B,, B;, .... B, 


et 2; alque ut aequaliones (46.) vim habeant systematis an — I aequalionum 
differentialium, e quibus n—1 variabiles B,, B,,.... B, functiones ipsius x 
exhibeantur, Z vera functio ipsarum x et B,, B,, .... B, esse debet. 
neque expressio pro indefinitis valoribus earum identice evanescens. 
Aequatio autem 
Be ae Br cn aa 

ipsa prodit ex aequationibus p(z,y)—= 0, y’(y) = 0 variabili y_eliminata, 
siquidem eliminatio perficitur secundum methodum a clarissimo Bezout inven- 
tam, quam clarissimus Jacobi in commentatione egregia „De eliminatione va- 
riabilis e duabus aequationibus algebraicis” (Diarii Crelliani tomo XV. inserta ) 
pervestigavit, eiusque proprietates admirabiles luculentissime exposuit. Metho- 


dus illa haec est: 
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Propositis duabus aequalionibus algebraieis gradus n' 


16 (N) fY) = way" Tay He Ya 0, 
" 19) Fy)=by'+by+by"+..+b.,y+b = 0; 
pro radice y, quae ulrique salislacit, 2 expressiones 
m, = b,fy)-wfFXy): 
m, (b,y+-b)fy) —-(uy+a)Fkty). 
m, — Dbu,yY -b,y- b,) fy)—- (Way ray 6) Fiy). 
B. Ar ee 
ui “ % ,y se rise )lY) 
— (ya y" "ta y”t+..+0,2,3Yy-+4a_)F(y). 
M,„._; (by +b,y"” Fra, y" +... oo y Ta.) fly) 
— (ay"ay"” - Gy" "+... +40Y+a,_)F(y). 


quae sponte ad gradum (n— 1)" descendunt, omnes ipsi O aequales fiunt, unde 


si symmelriae causa lermini a factore y liberi per y’ multiplicantur,, positis 


nt] n—?2 n—3 | | AN 

’n,, - 64 , ‚.) ni Go) > 05,0) = 8 5 u Gl, 40) 5 

nn] n—?2 n—3 | | Pr 

an, = u, 1) 6ıı) 021) 2% .+. 7 0%,-1,1Y 9 

} ne] n—?2 y N) | Ar 

IS M; 0.2) Cı.2) -- (0.2) rer Er, 
„? 1 | N? N „u 
\ m. Ou,n—i ) T %,n-ı) T %2,n—ı ) Cnl,n—1yY 3 


pro radice y aequalionibus O=f(y) et O= F'(y) communi habentur n aequa- 


11ones 
n. =D, BEE RE, ar ER, 
e quibus. ipsis y', y'!, y’, .... y”' eliminatis, prodit Determinans 
— be 7 / / —— . 
49. A u 0 0 Ma SE 


quod quum et respeclis co@flicientibus a, et respeclis coöflicientibus db, ad n“ 
dimensionem ascendat, patet e Iheoremate notissimo el. Kuleri, aequationem (49.) 
esse finalem genuinam, quae ex aequationibus propositis (46.) f(y)=0, F(y)=0 
variabili y eliminata provenit, factore superlluo non aflectam. Sunt enim quan- 
titates @,,, el respeelis co@flicientibus a, et respeclis co@flicientibus d,,., linea- 


res atque 


&,r: ad ‚b, r 4@  b,— r @d,+3 b,_. +++ T Ydurisr b, 
en \ ’ b. a -b as b, 3@G,_2 —....— b 1 U 
-  —— 8 _ 4,d,Y tt @,;0, + .... r Bi 
Re ee RO PL © TUR BURECEEE VRDEEEE So 
quia. si ® r, expressio altera priorem excedit terminis 


a..,6,+4,,,b,_, ‚+45, 0, —b,.,0_—....—b4,, 


1 
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sponie se desiruentibus. Qui valores ipsarum «, „== @,,, pro omnibus indieum 


r ce! © valoribus locum habent, siquidem coeffieientes «@, et d,„ ipsi O aequales 





ponunlur, ubi index zu numerum r superal, aut negalivus esl. 


6. 
Ul omnia in promtu sint, quibus infra nobis opus erit, lormulas eliam 
sequentes e commentatione laudala hoc loco colligamus. 


Ponamus, aequalionibus (48.) resolulis, fieri 


Ay = A, m + A,ımı + Am +... 4+ An Bud 
Ay" —= Am, + A, ım, + A,2m; ne Mn ee 
51. Ay = 4m Aım + Bm +... + Arı m nmYn 
Ay = IL, + Ay Au, 2a. FA, nn 
erit propter o,,=«,, eliam A,,= 4,,,, alque, ubi 2 aequalionum m, 0. 
nm, —=0. m, =0V, .... m, =—=0. quas pro radice y aequationibus ( 46.) 
communi locum habere vidimus, quaelibet »»,=-0 reilcitur. e a—1 reliquis 
exhibentur raliones polestatum descendentium huius radieis 
BI ET RAR rd A el 
ideoque 
ui. a, 7 
et. posilo in aequalionibus (52.) v, loco ipsius v, 
a re 7 ee 
unde. allera proportione in alteram ducla, propier 0 — B,; . prodit 
DE RE ET EU u E .. 
QVuoties igiltur r+U=r, -9,, eril A, de, ‚sive A,.,— A, —(). Ex- 
pressio autem A,,— A, .,, est funetio rationalis integra coöfficientium «a, et b, 
alque ascendit et harum et illarum respectu ad dimensionem (Rr— 1)"; quae. 
quum minor sit quam dimensio n", ad quam aequatio finalis genuina 10. 





respeclis co6lficientibus utriusque aequalionis (46.), assurgit, e Iheoremate no- 
tissimo A,,— 4A,,,, identice evanescere debei, sive quantitales omnes A, 
quibus eadem est summa indicum #-+-v, identicae sunt. Posito igitur A, ,— 4, 
videmus eam esse naluram quanlilatum @,,= @,,,, ut posito 

| | | x 


| MN, — G,y Yna-ı T 0 Yan T 02,0 Ya-3 T +++ Tr En-1,0Y0» 
in, ra G,, 1 Ya-ı u 0, 1 Yn—2 Y% GC, 1 Vnsaz % a 4 Gn—1,1 Yo a 
54. ‘ In, —— Ü,. 2 Yn-ı 7 G}. 2 Ya I n Or, 2 Yn-3 1 ieh r On, 2 Yo “ 
‚ , ri | | . 
\ TR =. & nl Y n—-1 | G;, PR ) n—? ex Un. et Yn=3T ie Tr n-ı,n—i Yo» 


Crelle’s Jourral f. d. M. Bd. XXVII. Heft 3. 34 
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aequationes inversae, quibus quantitates y„_,_, per quantitales a, exhibentur, 
formam sequentem induant: 
f ’ Pc — A,m, - ÄA,m, + A,m, I “a. +A,.-ı IN, 3 
. ) | 
\ Ay A,m,-- A,m, + A,m, 4 .... + A,m 


| n—1 9 


I). ww Ya oo A, nm, - A;m, + A,m; |. Ei we + Aazı M,._ı “ 


Ay, A.-ı N, r A, N, | A, } ı U, -1- .. 


k 
u 
- 

Rn 
u 
Ss 

S 
| 

+ 


alque erunt 
ci „A | a,, A, + % 2 A, Bau 4 On 5, — A, 


el sir et vo numeri diversi sunt, idenlice 
0,0, 0,,4, 1 -0,, 4 12 | um I, ch 7 ORRER = IA 
\ovo sieno A,,, loco ipsius A,,, substituto, et posito r-+v=f, rtv, =u, 
aequatio (93.) abit in sequentem 
, aa . - iii zu A, . A, 


z 


Unde. quum numeris Z et w valores 0, 1,2, 3,.... n—1 tribuere liceat, ob- 
Iinetur, quolies pro valore ipsius y aequationes f{y) = 0 et F(y)—0 simul 
Iocum habent, ideoque fit A=0: 

u tt va u ET 5 u Te ae un 


“ - » . & 2n—3 . A 


an) 


Quibus rationibus subslitutis in aequationes 
y fly 0. , Ali f(y) —(). a ie ann 0, a, yvfı y) mn 0, 
yFy)=0, Y’Fy)=0, YFy)=0, .... PFy)=0, 


habemus aequaliones idenlicas 


> dA, A, | a, A, 2 d; A; - a (d, 4, ’ 
\o — a, A, N (dl, 4A, ne dl, 4, 13 Eu | d, RR 
57. (0 = 4, ra 4, + a; A, 1 ... + a, A,.: o) 
0 = 4,244 A, tmA,—+ .... +0, A.o; 


U = b, A, + dı A, 2 6, Art .... 4-6, A,; 


0=5,4+5,4+564A-+....-+6,A,; 
IS. U == b, A, | b, 4, er b, A, +. ... - b, " 


0 nn b » --b, A, 0,4, u a b, . 
Dextrae enim partes aequationum (57.) respectis quantitatibus 5, , aequalio- 
num (59.) autem respectis quantitatibus a,, tantum ad (na —1)""" dimensionem 
ascendunt, ideoque 2dentice evanescere debent. 
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Valoribus quantilatum n,, m, m;, .... M,_, ex aequationibus (47.) 
substitutis, aequationes (51.) repraesentant veterem cl. Kuleri methodum eli- 
minationis variabilis y e duabus aequationibus algebraieis, anno 1764 in Actis 
Acad. Ber. Tom. XX. propositam, quae eo conlinetur, quod In coefficientes 
binarum funetionum ipsius y rationalium integrarum V, et W, gradus (n— I)" 
ita determinantur, ut fiat 

59. VW) HW,Fy) = y' 
siquidem s designat quemlibet e (?r) numeris 0, 1, 2. 3..... 2n —I. Hoc 
enim manifesto postulat resolutionem 2? aequationum linearium inter In in- 
cognilas, quarum denominator communis, quum respeclis coöflicientibus utriusque 
aequationis f{y)=0V et F{y) = 0 ad dimensionem n'“" ascendat, alque eva- 
nescere debeat, si f{y) et F(y) simul evanescunt, ipsi O aequalis posito prae- 
bebit aequationem finalem quaesilam, ila ut Determinanti .7 aequalis esse debeat 
Resolutio tamen illarum 2r aequalionum linearium aequalionibus (51.) iam 
perfecta est. Nam (7--1)” aequationum (51.) 
60, Ay —= A,m + Ay m + Anm-+....+4 m, 

substituto 

64. vv (lby+by+by””+....+b_,y-+b)f(y) 

— (ya "Hay" "+ ....+40_y+a,)F(y) 
abit in hanc 


9. A AV HAW Hy): 


. 


in qua fiunt 


| 


3. AV... = z 4, yYthy" hy... +b_,y-+5b). 


U) 


n— | 
4. - A eier ar tar... 4a_,yte) 
( 





Quibus tamen formulis, quum index ” non nisi valores 0. 1.2.3, ....n—I 
permittat. funetionum multiplicatrieium V, ei W, eae tantum exhibentur, quae 
indieis s valoribus 0, 1,2. 3. .... 72 respondent. Quia autem habemus 


Ä Ä nr Ä (y) ey. dur? | 
ayay'iay’”—+...+-4_yY+a = 1(y) 7 Wenn. VERBE. .. > &. EEE. 

| \ .. \ . ’ ac Y ge y’ . 

1 | 2 F( ) b ! b,4 h, 

buy 7 ni , na -b,y"” U u +-b,_‘N1Y Pre b, u © ad nn in — = — u — . 

I Y Y Y 
prodeunt, aequationibus (61.) et (60.) per y” multiplicatis. 

9 my" = Ya. +a,YtaaY’ +... +0,.1y"")EXy) 


- 7b +b-Ytboy +. tr) FON): 
66. At AN AWa FO). 
34 * 
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ac fiunt 


n—l—u\ 


n—|1 
07 R Par = A,; 4 (b, | D._-1Y Faiy Pe dry 
0 


n—1 
| n=l—u\ 


58. na = I, An Ya + 0, ytaoY-+....44,,.,) 


QJuae valores reliquarum funelionum multiplicatrieium V, et W, indieis s va- 
loribus a, n- I, n.-2,..... 2r— 1 respondentium exhibent, quia index r 
iterum valores O0, 1,2, 3, .... 9a — 1 permittat. E 2n paribus functionum 
. W, !n indieis s valoribus 0, 1,2, 3. .... 2% —1 respondentibus, funclio- 
nes ipsius y ralionales intesrae V et W (n—1)" gradus componuntur, quae. 
data funetione ipsius y rationali integra gradus (Ir — 1)", 

9. = Itiytkyr-+... 1...,., 45, 
ellieiunt 

70. Vfy)„-WE() = 0. 

iunt enım 
J WFT FEIN Ft... + Yon + ln Yn-ı: 
W=-1,W, +1, W,-1LW;,--..... +1 W, 


1. } 
' 


Ww 1 
{ 7 In ) > >), In—1 


In—? — ) nl 


T. 

In commentatione laudata, e qua formulae paragraphi antecedenlis pelitae 
sunl, auclor elarissimus duas aequaliones propositas eiusdem gradus esse sup- 
posuil, alque adnolavit, quoties altera gradus inferioris esset, in formulis illis 
nil mulalum iri, nisi quod co6@flieientes polestatum superiorum in ea deficientium 
nullitali aequandae forent. Sed tum Determinans .7 aequationum (48.) ipsi 0 
aequale positum non praebebit aequationem finalem genuinam, quae variabili , 
eliminata ex aequalionibus f(y)—=0, F(y)=0 provenit; erit enim respeclis 
coöflieientibus utriusque aequalionis dimensionis n', dimensio autem aequationis 
Iinalis genuinae respeclis co@ffieientibus alterius aequationis gradum alterius aequare 
debet; unde casu graduum inaequalium aequationum propositarum f{y)=0, 
Fiy)=-0 aequatio finalis 

A un an. eh 
lactore superfluo affecta erit. 

Sit aequationum (46.) altera #(y) = 0 gradus (n — A)", ideoque d, =, 
4, —=V, ,—=0,.... 5,10, factor ille superfluus Determinanlis A, qui 
manifesto erit functio ralionalis integra quantitalum «, dimensionis 4" (aequatio 
enim finalis genuina respectis quantitatibus @,, nonnisi ad dimensionem (n—k)'"" 
ascendere debet) exhibelur ope theorematis, a clarissimo Jacob? in commen- 
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talione .„.De forma et proprietatibus Determinantium” (Diar. Crell. tom XXI 
pag. 311) demonstrati: 
„Fieri Determinans 


7 er 0) tm En 3 P: aA ur‘ PR m P 4 Ro) 
Rn. Zu + yıY... TDELI NP ER 
pro valoribus 0, 1, 2, .... Pr di indices » sit 
y. Bu 2:44 Yı at) _]_ ( \ ) r) | (V 
13. " ol ng -+Y gr - + Yı ko 


„pro indieis » valoribus RR quam oh I. 
2 a a 

Erunt enim pro % valoribus 0, I, 2, 3, .... k—1 indieis v ex aequa- 
tionibus (47.) et (50.) 
5. m = —-ay’Fıy)—-ay'"F(y)—ay’”?Fl(y)— .... —@KF(y), 
6. 5, = —ab,u1 und and... — ade 
siquidem quantitalibus d,, pro indieis »» valoribus et minoribus quam k et maioribus 
quam n, quantatibus autem @,, pro indieis m valoribus et negativis et maioribus 


quam n valor ipsius 0) tribuitur. Unde posilo 


= a, 
fiunt SA’ =4_, WG = —bd,,Hı pro valoribus ©, 1, 2, 3. .... 4—1 indicum 
r eis, ei, quia quanlitates @, pro indice m negativo evanescunl, Determinans 

hr Nr.) „kA-) __ h 
sc I Yıyı NY Zug; Ad,» 
ideoque «a, erit factor superfluus, qui aequationem 
‘>. A — + ce, C es en _— = +0,00. 102 RER Ar U, I U) 
affieit, ita ul 
yl : 
(9. er — () 
as 


sit aequatio finalis genuina, quae variabili y eliminata prodit ex aequationibus 


ne nl | n—?2 | N 
f(y) .. d,y” R ray = raY ana 7] d,._ı) Pr d„ = 0, 
TE nn sn +b,,y+b, = 0 
Fit aulem 
' A 
WM ae FE: 
ar ZI, Jı9: Ir—ı 
siquidem ponitur „= —b,,,,., si ve <k—1l ce W=u, is v>k—1, 
A s 3” re 
unde patet „x esse Determinans, quod provenit ex n aequationibus 
2 
S1 0=-Fiy, 0=—-yFy), 0=-yY'Fly), .... 0=—-yFty), 
"Bm, V=m;b) 0 —= my... Be | 


eliminatis » quantitatibus y”-!, y", y"=°, .... y', y', quarum A primae mani- 


festo adhiberi possunt in locum A aequationum 
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m, = 0, m eV u Ba iD, 

yuia utrisque simul satislit; habemus enim 
= —4aFYy)—a.yFfy)—ay’Fy)— ....—ay’F(y) 

pro valoribus 0, 1, 2, .... k—1 indieis v. Videmus igitur et casu graduum 
inaequalium aequalionum propositarum per eliminationem rn quantitatum y”', 
vv... y,y en aequalionibus linearibus perveniri ad ipsam aequationem 
finalem genuinam factore superfluo non alleclam. Sed hae aequaliones (S1.) 
non gaudent proprielatibus peculiaribus, quas supra demonstravimus de aequa- 
tionibus (4>.) 

m, 0 m =U Mm: a u FE = 0, 
juae ex ipsis (S1.) lineariter componuntur, unde melius videtur et hoc casu 


nl 


oraduum inaequalium aequationäum f{y)=0 el Ayn= 0 conservare formam 
(4S.) n aequalionum linearium, e quibus n BED: Be a 
eliminandae sunt. Quo facto aequatio #{y)== O tanquam consideratur ut aequatio 


oradus 2". in qua coöfficientes & potestatum allissimarum ipsi O0 aequalis sint, 


sive quae A radieibus infinitis gaudeat; atque ubi res hoc modo adepieitur factor 


Determinantis // non amplius superfluus est, sed enunliat, fieri debere @,=0, 
ut aequaliones f{Y)—=0 et F(y)=0 gradus n" radice communi infinita gaudeant. 
Eodem modo, aequatione F\y)—=0 gradus (n—k)" per y* multiplicata, 
erit v'F(y)==0 aequatio n" gradus A radieibus ipsi O aequalibus gaudens; ac 
si methodus in paragraphis antecendentibus exposita ad aequationes 
f(y ) — re +4, r 4.-ı 7 a, , 
v'F y): =. yr tb; — bin °- -b, y" 
adhibetur, eadem ratione ee eadaane eine (48.) 
=), sn =U m —=U .. Bar =0O 
oaudere factore @,. qui ipsi O aequalis positus exprimit conditionem, cui satis- 
fieri debet. ut aequalio f{y)=O radice y—=O cum aequatione yY’F(y) = 
communi gaudeat. Siquidem in formulis paragraphi antecedentis loco d,, ponitur 
b,.„. ei d,.„.=—=0 pro indieis mm valoribus et negativis et maioribns quam n—A. 
Ubi igitur divisio per factorem a, instituitur. Determinans illud ipsi 0 aequale 
positum, praebebit aequationem finalem genuinam, quae ex aequationibus f{y)—=0 
F(v)—=0 prodit variabili y eliminata; atque erit haec aquatio Determinans. 
quod ex aequalionibus 
80 m, =0, m = U -m =, . u = 


rar) =0, YıTry) = en ı 7 5 


—] r 0) 


provenit. eliminatis r2 quantitatibus v""". v""". y .... Y.  (Quarum aequa- 

















U 
u | 
u 
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tionum A ultimae locum tenent ipsarum 


M,._x — 0, NM —r+ı Zn VÖ, IN„—k+2 m 0, 4 N, ‚ = v), 


Fit enim pro A valoribuss na—k, n— k--1,n—k-N2,.... n— 1 indieis v 


may Ry)4 a." Riy) 


a u. F\y)- ze - A, mh) F'(y) 
ex aequalione (69.) 

Aequationibus (47.) et casu graduum inaequalium eliam aequationibus 
(51.) et (82.) elarissime ante oculos ponitur, hanc clarissimi Bezout Methodun: 
eliminationis eandem esse cum Methodo, quam a clarissimo Sylvester in diario 
„The London and Edinburgh philosophical magazine and journal of science” 
propositam esse, clarissimus Zchelo? commemorat in commentatione ..Nota ad 
theoriam eliminationis pertinens” Diarii Crell. tom. XXI. inserta. Hac enim 


problema eliminationis variabilis y ex aequalionibus 


Var u an] nl | —_) | 
y) u: 4,) +qa,Yy" +40,y" en 7 5 BES 0, 
ET WER n—k | n—k-l | nike? | 
4 \) ‚= bi} br) 2 T bi») j a Fe BO 
revocatur ad eliminationem (?r—k) quantitatum y1, ya, ya, ty 


e systemate 2n—k aequationum linearium 


v9 r)eı IN) = .... yraıfıy) =0, 
IFy)=0, yFy)=09, YEeY=0% ... yT'Foy)=0; 


unde ipso intuilu systematis 2 aequationum linearium (47.) 


S3. 





= m =. =D .. Ba, ed 
(sive etiam ipsarum (81.)) inter n quantitates y”', y””°, .... y!, y’ elucei, 
methodum clarissimi Bezout omnino eandem esse, sed perfectiorem, quippe 
quae doceat, quomodo algorithmo elegantissimo eliminatio a— kA quantitatum 
vyty"tr,.... y’/7! semper perfici possit, ita ut 2?” —%k aequatio- 


nes (83.) inter 2% —% quantitates redeant in systema n aequationum (47.) 
aut (81.) inter an—1 quantitates y"', y””°, .... y!, y". 


8. 


Alia eliminationis methodus a cl. Eulero in veteribus Commentariis 
Academiae Berolinensis T.N. ad a. 1748 proposita, quae in libris de elementis 
matheseos conscriptis pro casu aequationum radieibus explieitis gaudentium doceri 
solet, eo continetur, quod propositis aequationibus 


aan tray +. any =alyYıly-Y(Y—Yı): 
Fyaeby Hay... 4 MIMI IN): 


radix y, aequationis alterius f(y) = 0, quam cum altera F{y)—=(0 communem 
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habel. in hane substitualur; quo facto inter co6fficientes @, et b,, prodeat aequatio 
5). F(y,) 22 0, 


respeclis coölticientibus «,, irralionalis; qua rationali reddita et denominatoribus 
per multiplicationem sublalis, inveniatur aequalio finalis genuina quaesita. Aequa- 


io autem irralionalis #'(y,) = 0 rationalis redditur multiplicatione facta per 
Fiy)Fo)KF(y,).... Fiy,.); constabit enim productum . 
6. Fiy)Fiy)F(y;).... Ey) = 0 


lerminis 


>. Mm „m, Mm „m 
M B- ° 2 1 Y Yy mm — ww Yy F 5} 
‘ı » 


2: “u 


ın quibus M designat produetum e co6flicienlibus d,, conflatum dimensionis n'*. 


P u „a „u „Al > M N J 2 >». ». . » ns 2 - 
Zylylyi®....y,“ [unclionem symmetricam radicum Yı, Ya» Yar »+:: Y, 
aequationis f(y) = 0. quae e termino yıy' y “= originem ducit 
« t | Ä ) wi . - | c ’ , k N a 2 b 3 .eo.0 E. E - A 


Hanc vero constal esse funetionem rationalem co6flicientium «@,, numeratore 
dimensionis 72,” et denominatore a): gaudentem, siquidem m, maximus est e 
numeris inlegris posilivis 22, . 20,, M., .... 22,. Qui quum numerum n— k 
superare nequeant, a‘ generaliter minima erit potestas ipsius @,, per quam 
multiplicata pars sinistra aequationis (56.) fiat funclio integra coöffieientium «, 
et b,. harum dimensionis z'°“ illarum dimensionis (a — A)". Unde genera- 
liter eril 

37. a Fy)Fy)F(y)....F(y,) = 0 
aequalio finalis genuina quaesila, factore superfluo non aflecta. 

In terminis autem aequationis (86.) forma My" Am y. BEL. 
produetum M e coöflicientibus db, conflatum manifesto continebit factorem b,_, 
Si igitur aequaliones f{y) =0 et F(y)=0 forte ila comparatae sunt, ut fiat 
b, == a,, denominatores ex aequalione (S6.) exterminantur, ubi multiplicatio 
inslituitur per a"; ac si quantilates @, et b, polynomia ipsius = sunt el © 
designat polynomium ipsius x gradus altissimi, quod polynomia «a, et 5, simul 
meliltur, erijt 


ne Ko d Y \ Y v, x v, 
2 aan = IV IEYAE I 


functio ralionalis integra ipsius 2; aequalio autem e=0 eos praebebit valores 
ipsius 2, pro quibus aequationes f{y)—=0, F\y)=0 babeant unam radicem 
communem 2znfindlaın. 

Ubi eliminatio ivsius y secundum methodum Bezoutianam ex aequa- 


tionibus 
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IY)=aytayt tray tr... + =0d, 
v'F(y) = by" by", +b5ay" "+ ...4by‘ = 0 
instituitur, erit si @, ei d, factore maximo communi e gaudent, e numero aequa- 
tionum linearium 
m, =), w, UV, we, Me, 
F(y) == U), yvF‘(y) u 6), y“ F'(y) =—U, .... yı!F\y) zu 
e quibus quantitates y”', y””, 3”, 2... Y°, yY' eliminandae sunt, ipsa 
mn, = a,y'F(y)—b,f(y) = 0 
per e divisibilis; unde factor ce melietur aequationem finalem, ad quam elimi- 
natione facta pervenilur; quo per divisionem sublato prodibit aequatio (SS.) 
condilionem anius radieis communis znfinite aequationum f(y)==0 et F\y)--0 
non conlinens. (uoties autem @a,—b, ad aequationem (S8.), quae hoc casıı 
in formam 
aıF(y)E(y)F(y)....Fıy,) = 0 
abit, per methodum BDezoutianam simplieius pervenitur, ubi ab initio hacc 


melhodus adhibelur ad aequaliones gradus (n—1)" 


mM, eu Rn Re. PR WETTE \.Ael | / \.n—?2 
u Fy)—-fiy) =09 = (bnh—a)) 7 (di22— 4;)) 
) 
| u k—1 .k—?2 
(N ar) RN — er —d,, 
yıHl'ly) un Ky+buy- OR by! — 0, 


quarum coefficientes ex ip.is db, et a,, lineariter pendent; et quarum aequalio 

finalis a factore @,—b, libera erit, qui ipsi O aequalis posilus exprimit con- 

ditionem wunus radieis communis ?nfinzti aequationum f{y)=0, F(y) = 0 
9. 


Notum est e theoria aequationum algebraicarum, radicem, quam aequatio 


EB Y)=0=PRY PM RY" +... Pr = Y)(Y—Y)---(Y—Y,) 
cum aequalione 

yo) =0 = npy"+-(n—1)py""--(n—Y)py""-....--P,- 
communem habeat, a“ inveniri in numero radieum aequalionis (x, y) = 0, 
si in numero radicum aequationis gp’(y)—=0 (m—1)'” inveniatur. Excepto 


casu. quo radıx communis aequalionum y(@,y)=0, 9 (y)=0 infinita est. 
Tum enim radix illa toties in numero radicum aequaltionis p(x, y) invenietur. 
quoties in numero radieum aequalionis p’(y)—= O0 inest; ut enim p’(y)—- 0 


gaudeat m —1 radicibus infinite magnis, fieri debent 9,0, p, =0, m 0. 
- Pn-2 = 0: quo facto etiam g(@,y)=0 non nisi an —1 radieibus infinite 


magnis gaudebit. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIIL, Heft 3. 3) 
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Unde secundum ea, quae in paragrapho antecedenli exposita sunt, patet. 

aequalionem 
I IE FOI PO) 

cuius pars sinisira il P. funetio ralionalis integra est dimensionis 
!n— 2)", continere conditionem, cui BRETDERRINE.SN obnoxiae esse debeant, 
ut radix y aequalionibus p(@,y)=0 et y(y)=0 communis inter radices 
aequalionis g(@,y)==0 sallem bis invenialur, sive ut aequatio ya, y)=0 
radieibus gaudeat aequalibus. Factor enim p,, qui ipsi O aequalis positus ex- 
primit condilionem radieis communis infinitae aequationum p (x, y)=0, y’(y)==0. 
juae tamen in numero radicum aequalionis p(x, y) —=0 semel tantum invenitur, 
in aequalione (59.) non amplius inest. 

Kadem aequatio (89.) inveniri debet, si methodus Bezoutiana adhi- 


betur ad aequationes 


NOIR HR NP" R—2)py"" tet Pam: 
n Y TY)—Yg \ w O==9,y*"” - 2p:y" u. Be 3P;y"” L...4 N», 


In formulis igitur de hac methodo supra propositis ponendum erit 
4, —0, a —np, = (n—1)p, 3, —=(n—?2)p, ---- , =M-ı 
tar, ip, alas 6 u, 
veneraliter pro valoribus 0, 1, 2, 3, .... 2—1 indieis m 
Anzyı = (R—M)Pas Öazı = (M-+ Par: 
Quo facto fiunt u, —0 et pro valoribus 1, 2,3, .... n—1 indicis v, &,,=0, 
atque aequalio quaesita obtinetur, eliminatis a —1 quantitalibus y””", y”", ..». 


yY,vexn—JI NE: linearibus 


0 = a yo y +13" + 41)" 
0 = er he Lu... 2), ’ 

® . . . . . . - E * * . . ® . . o 
Ü ,n-yY. ?0,.1y" 0 An 1 Te u. un) 3 


liunt, quum propter «,—0, b,=0 pro valoribus 1. 2, 3, +... Rn —1 indicum 
r el v aequalionibus (50.) prodeant 
% &ı,r = Gb, + Gradi ta 43dst ser + Gurr-idı 
—b,.14, —b, 124,1 —b,4234,_3— ne — Dur ı 
4,.,b,-+-0,,d_1+043d,3 4.0.4 @4,-1dı 
—b,,10, — db, — d3,3 — ne dr rv_ih: 


substitutis valoribus @,,, = (n—v)p,, d,=rp,, 
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( 


. 
u 
u | 
. 

wer‘ 


d,, = 0,, = (n—ov)rp,p,  n—v—1)(r—1)P,-ıP.-ı 
-n—v—?)r —2)Pp,-Pppa tn —v—r- 1)pıp 
— (n— r+1)\v+1)p,-PrHnı —-(n—r+Ye--Y)p,_p 
— (n— r--3)w+3)P-3Pı43 — + — nor) Pr 
- n—r)vp,p.+(n— r— 1) —1)P,-1P.-.ı 
(n—r— Ye — Y)P,_Ppır te. (n—r—v-- D)pPp..._, 
(a —v--1)(r+ Darm RP — Mr N)PpPır 
-n—v-3)(r--3)P.-3Pıy3 — —n(r -Uv)PpuP-- 
Supra vero invenimus 


r 


Nn—Vv + t N 
L, =; =- — PP — 2, — r-2m)p,_.P 
0 
ı—r 
FE ER), u er a a er \ 
= 777 Ir PT FU TMP rn Pr+ 


0 
unde patet esse 

0,» = nl, . 
ideoque fieri, signo determinanlis apte determinato: 
”. re" = +1, : In.d, 3... FRE p\"y'(y\) PY)PIY3)- + Pv,). 
sive aequationum L=0 eam exprimere conditionem, eui coöffieientes p,, aequa- 
tionis (2, y)—=0 obnoxiae esse debeant, ut haec aequalio radieibus aequa- 
lihus gaudeat, q. d. e. 


10. 


Ubi formulae ceterae, e methodo eliminationis Pezoutiana profluentes. 
quas supra e commentalione clarissimi Jacob: peliimus, ad aequationes g(v)==0. 
nyp(X,y) -yy'(y)=0 adhibentur,. formulas praebent elegantissimas. quihus 
expressio 

3 2 Art rt On 
y(y) 
quam ul formam functionis algebraicae integrandae praestanlissimam proponimus. 





ad alteram revocatur, respectu ipsius y integram, 


2. My"+My" "+ My ®-+..+M,y-M.. 


| 


ın quam funetionem integrandam algebraicam redaclam esse geomelrae sup- 
ponere solent. Siquidem, ut supra, Q,, Q,, Q,. .... Q,, M,, M,;. M,..... WM, 
designant funcliones rationales ipsius ©; y autem radicem aequalionis irredueli- 
bilis (2, y) =. 

Positis enim ,=0, b, = 0, a, = (n—m--1)p,.-ı, 9%. = mp, fhunt in 
formulis paragraphi 6" 
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m 0, @ br u, A, a, eu „ Amer 
alque 
[a = TRY IR" op} p'(Y) 
91 — PTR Py TH )py +49 np y)-yY/y)} 
| 37 AU nn 2 FR ae => MR, all SPEEn EAN, „> 
er Anm + A, 2m + A 3m; + ..4+ A, m... 


pro omnibus indieum 7 et vo valoribus 1,2, 3, .... 2 — 1; siquidem hoc loco 


per n’”"A4,,, repraesenlamus, quod supra per A,,, designabatur. 
Quoties igiltur y est radix aequalionis y(X,y)=0, fit ex aequa- 
tione (91.) 
| | Lo Ä ıv 
m no (y)ipy" py" py "te. mayt+ Puls 
sIve 
. vl | v—2 | ® I, 2y"”+ Iuy"”?+....+ IE 
I,\ ), Y -P,Y + 2... t2.-\Yt nn = — 701.0, 
/ . ] » P:) | P: L, | n ] y'(y) 
ideoque ex aequalione (92.) 
z— Ware f v 
93, RN 2 vo yalov-t...dt- ae 
Tre Her + +mayt zn). 
e . y—r . . nw . . . 
Quo valore ipsius Fr; — in expressionem (3.) substituto, prodit, posito 
(Y) ii, ’ 
I \ 
34. A, ®; 4, 2Q;- 4,30; u T + m , LT 
1 
= Ö, 5 nl 


> sm vi a RE r © 
9. - — (p.3 "My" +PpY’+..- +Pp_MVYy- z p.) 
(I) 1 
— My" M,y°-+M,y +... +M_y-M. 


et fiunt pro indieis ® valoribus 1, 2, 3, .... 2—1, 


M, = »T..,+m Toa4tm Touat tm To 
nM (My Mey MH Y:) 
r = Pı T.. | 2p: T,- 3P; T', gi; .... -(n TEE 1)P.-ı Bea . 


Unde formae 2) et 3). altera ad alteram reducuntur per resolutionem syste- 
malis 22 — | aequalionum linearium inter a —1 incognilas. Nam e forma (3.) ad 
lormam (2.) perventuro resolvendum erit systema a —1 aequationum linearium 

0, 1,,.7,- 2, TR - 1, ,T;+...+1,_,.,1T.-: 

0, = Bis T+-R: T.--L. It... RE -1, 2 T,-1; 

36 \ () 1,;T,- 1,; Tı-+ I, ; T';,- ..... Aue / EEE 


+ 


/ [4 | [4 | Zu 
\ () "Fee T, N Be T,, -: 4 T,- Re PRINIUe. ;E0RE 


= nn 


I, N 











LAW 
I 
kn 
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Quibus resolutis per aequaliones 
LT, = 40.+4,0,4+40,+.... +40, 
LT, 4,0: 44,0; 4,0, 4+....+-A4,.0: 
97. LT, 4,0.-+-4,0,7- 4,0, +... +4,20. 


mus 


LT... = 4.0, 4... 9% +4. 0:4... + An Qu 
exhibentur coöffieientes M,, M,, M,,..... M,-ı per formulas 
m == ar 
M, = »T,.-pT.-.; 


JS. M, = pP An Pı ns 


| Y 
+9,T,_; ’ 


” ® “ “ . . . . K2 . . 


) 7 m 
M,_ı an Pn—2 u 7 T Fe Ei T Pr Be fee e.77 Pi 5: 


et M, per aequationem 
/ ni ee N ! nee I ! er 
99, nM, = — >. (My; + M;y' 7] .. + M,._\ıY:) 
l 


= pP T,- 2»: T, -3P; (n—1)p,.-ı AR 
Contra ut forma (2.) functionis algebraicae integrandae 
My" M,y"”-+...-M,_.y+Mı; 
. 
nM,„, = — 2,M,y;"-+M,yi”-+....-M,.-Yy:)» 
redigatur in formam (9.), nonendum eril 


in qua 


n—1 
M, . 1 M, yı?- ..n M,_: 4 una = T,(py' +9, y'' | Re p ıY); 
1 
ideoque aM, = 9, +2 43m B+...+(R—1)p,-T,-ı 


Quo facto exprimunlur 2— I quantitates T,, T;,, .... T,_, per datas M,. 
M,, M,,.... M,_ı, ope systemalis (98.) an —1 aequalionum linearium. Qui- 
bus resolutis ipsae aequationes (96.) praebent valores quaesitos coöflieientium 
0,. Q,. ..... Q, formae (3.). Adnotandum est, ope acquationum, «quibus 
quanlitates A, obnoxias esse, supra ostendimus 

== 

p 4;+-29,A,-3m;4;-+.... {np An = 0, 


p,A4,4+29,4; 4-39 I .... np, Aus = 0, / 


i n-+l1 


pı4.-+-29,4; +39; A,--....{Inp, A 





pı A, -+29A,--39 A... - . np, A: =(, 
| np, A,-;-(n—1)p, A, -(Rn—N)pA,-+....149-1Arsı = 0, 
np,ÄA, (R—N)p Ad, +(n— NA; +... 49, 1Ar ——- 0), 


t 
1} ' 


} z 14 . p f 
np,A, 1 ; N —1)pı A, (N Pe: 2)p A; - oe TPrmı . _ 0, 


np, A,_, + (n —1)pı A: z 


n (N —2)pA,;ı Tereet Pazi Au-. —=V0 
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e quibus eliam sequuntur 
»A:+mA+pAt.. tm An = 0; 
9,4; +-pA,.+mAs+...+pr Ans = 0, 
p,A,+p A;+-mAs-....+4 pn Any = 0. 
9,4... +m A, MtpmAnTt Pa An-. = 0; 
coeffieientes M,,. M,, M,, .... M,-ı (valorıbus ipsarum T\,, T,, 


T 


n—l 


in aequationes (98.) substitulis). sub variis formis repraesentari posse ut 


funetiones coöffieientium @&. O5, .... Q,- 


( Cont. seq.) 
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22. 


Note sur la convergence de la serie de Taylor. 
(Par Mr. P. Tehebicheff a Moscou. )} 





Mapres la regle de Mr. Cauchy la serie 


2 3 nel 





u Ba > wet Re 
a---fa+—f'a-- ——f"a+.... - —— ng 
far farizf atız,;l Er amt 
nv ( 7 
1.2.3....n—1)n a 
sera convergente. toutes les fois quo 
z 1 
ee a 
lim. [moa. ; WR j a m 
ou, ce qui est le meme, 
1 
(n) n 
a n d 
1. im. [( mod. 2)". mod. En -— u 
Be 
et divergente, si 
1 
2. lim. [moa. . "al —1 
1.2.3. 4 au” 


Mais on a 


lorsque la fonction f(a--rerY=!) est finie et continue, quel que soit p, pour 
r=—=R ou pour une valeur quelconque de plus petite que R *), et de meme 


3. u ef: f (a- Re’Y-')dp, 


77 A f'(a- -Re Y-1)dp, 


h 


4. fa 


u a EI a fe» (a- Be’-yas, 


. fra= ah "fo (a -Re’Y-!)dp, 





*) Cauchy, Exereices d’Analyse et de Physique Mathematique tome I. page 356 
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; / 

si f(a+BRe’’-), f“ (a; Be’), .... f""”(a+BRe’Y), f(a+Re’Y-) 
sont aussi finies el conlinues, quel que soit 9, pour toutes les valeurs r qui 
ne surpassent pas ÄR, 


Or lintegralion par parlies donne 


STE. / 1 'rn / 
/ ['(a-,BRe’")dp = / e?’Y=If(a--Re’Y-!)dp, 


u TI 
a Hl, 5 \ | u 2 on —)p / | $ 
/ / a+BRe’ ')dp == RR: f _ Au Y-If(a- Rer’ ” dp, 
- u; 
4 a4n 1.2.3...(n—1) + 
/ f"®(at+Re’Y)dp= — u ‚ / e DPYAAfa-RerY-Y)dp, 
2. 2 | u 1:22.83... ER u tn / 
/ f (A Rev) " d, = - re TE 2 TER f(a+Re’’')dp, 
nn u; 


ce qui change les @qualions (3, 4, 5 et 6) en celles-eci 


= ii 1 l EP Zr 
fa=;,. 5 / eV Afla-ReY-Ydp, 


1 RE a Zn Si 
—ı1 





‘ ) \ + 71 
Q Yf, 1) . .)ıs . ”. -(n-1)J } -YV »YV -] 
+, / d — In . R-ı / e f\a -R e' )dp, 


Li « 
-I 
1 1.2.3....n—1)n +7 / 
HM) - | Lowe: 1) VA fl Y—ı\ 
10. fa u. ji / e [(a--BRe’Y "dp, 
75 


Designant par 4 la plus grande valeur du module de l’expression 
f(a Be’) pour toutes les valeurs de p, nous trouverons que les mo- 
dules mod. [e”’Y'" ffa--Be’Y-')], mod. | eV (a Rer’-) |. 
mod. [er I fa--Re’Y=)], mod. [e"Y—!f(a-!-RerY-!)] ne surpassent 
pas A; car les modules des expressions e’Y —!, ey... eWdpV-i g-npv-ı 
sont egaux a Funite. 

Cela elant. on conelut des @quations (7, S, 9 et 10) 


Mod Er if dp- . 
u en Er we Fr 


—/T 


u Be ) 
mod. > <<: u dp < nr; 


u. 
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| | gerdg 13 | R | .f t u“ ’ b MIR. A 
Mod. ET Tu 9m’ Rem" / - Ru—n) 








D’apres cela la condition (1.) de la convergence de la serie 


z 3? DB" ı— a. 
a--f'ua+- -— fa+ — far... 153 — a? 
f if ist 931 1 =» 7 nf 
EN ni _ fi) 
1.2.3... te 4 
se reduit a celle- ci: 
l 
"mod. x)"27" 
lim. | | u 
I” Fu 


ou simplement a 
mod. z<R, 


la limite de 4° pour a==» ctant lunite. Done la serie de Taylor 
n—l 


26 N 33 y N u N x . 
1. fa; —fua-; SCH Mei oz ar... CE er 


.2.9..n—1) 


MEER . (n) 
5% » . 


er A 
sera convergente si le module de x est plus petit me A, ou. comme nous 
l'avons dit, les expressions 

/ ! af Lan . ‚V \ 1 nV —ı “n 
fKa-+revY-), f(a+re’Y Y),... fr ”(a-+re'"), f"(a-rer-' 


3 / J° 


restent finies et continues, quel que soit p, pour r—=R ou pour une valenı 
queleonque de r < R. En d’autres termes: La serie de Taylor 


m 2 3 nl 
eu. TR... Z 2. “ S "Re 
tt 
J N ur R nn 
a a En ij “ 


sera convergente si le module de x est au dessous du module de la valeur 
imaginaire de x qui rend infinie ou disconlinue au moins une des fonclion: 
f(a+z2), f'(u1+2), fla-+z), .... f""a-+r), fla-e). 

Mais ces conditions toutes, sont-elles necessaires pour la convergene: 
de la serie de Taylor? Cest-a-dire: la serie de Taylor (11.) es! -elle 
toujours divergente pour une valeur de z, dont le module est plus grand que 


celui de la valeur de z qui rend au moins une des fonctions 
f(a-x), f'(a--z), (a -7), Er ae“ f"”la-e), (a KL) 
infinie ou disconlinue? Voiläa ce que nous allons examiner. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII, Heft 3 36 
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Si la fonelion f""(a--x), par exemple, devient infinie ou disconlinue 
pour 2— N, au moins une des series 
, X (ml A? 2 
f" (a+-X) fi f‘ ) —f‘ 9 
am 
: (n-1) ] - (n) 
— — — a-+ w—— — u 
1:29 er) 1 EUER Ä ’ 
| f ‚A? h 
(} | B (m+1) „_\_ 2 flat? Ss  _ £f(m+3) m 
1 mn—? Ami ' 
Ne u) I ee "g- EUR 
1.2.3... em} Du Ä TIESTE I F 


sera divergente, ce qui ne peut avoir lieu qu’en supposant 


1 1 


Kon chi | Nn-i | 
FU) a“ i h vg . 
153 f a| < 1; lim. [mod. - n’ u 


2. ML) (n-Mm) a ‚(n-m-2)(n-m- 





lim. mod. 


oder 


Mais ces condilions peuvent eire exprimees par 


| = | (mod. x)” i \. 
(n) < E , i 
mod. E u "Is < Jim. ET 


(mod. Amt" (n-m+1)(n-m+2)... 











1 1 
s ce 1 (mod. 3)” rn I 
lim. mod. 53 f a] lim. er en 























2.3..(0-1)2 K = (mod. yet! = x 
Ur 
1 = 
(mod.x ” | T- u [/mod. z \" mod. A 
lim. ne rn _—— > lim. (mr — ( au | 
(mod. .\ (n-m+1)(n-m+2) ... (n-l)ndıoa” L\mod. A n ME 
l 1 
. (mod. By 7 Ta . [ mod. 2  \n mod. .Y m+11]n 
lim. | nenne rg ‚Se, HI een ' 
(mod. „Ve " (n-m) (n-m-+ (Alan L\mod. A n n= x 
e| 
ı ee 
; Ta 2 ) base Ei I mod. 3 bs | mod. ng n mod.2 _ 
im. : _— : —, — — 
mod. _\ n BE mod. .\ wur mod. X ’ 
ı n Hi 
ı Ke 2 ) font E yF mod. % Knie, mod. A] " mod. x 
im. i En .  — — — _—— 
mod. _A N Rn mod. . \ e Ina mod. X 
done les ineealites donneront 
1 
2" mod. $ 
lim. mod. — — (") a| Pe 
RR Ad | )n % nm & mod. X 


En eomparanl celle inegalite avec la condition (2.) de la convergence de la serie 
? An 33 
fa-+ - fa 


”q 1 !q- .... 4 pr 





Ma-- .... 


3 wat 
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on voit que la serie sera toujours divergenle, si le module de 2 est plus grand 
que celui de la valeur de z qui rendrait infinie ou disconlinue au moins une 
des fonclions 
fla+z), f(a--z), f(la-2), .... f""l(a+2), fra+z), .... 
Nous voila done parvenus a ce theoreme general: 
La serie de Taylor: 
„ | Y ‘ 


2 39 Par 7 Pen | 


fa- fat ET Midi a are eu,“ -fodg 


Me + 


= N 


12.3..1e—Dn at 
est divergente ou convergenle suiwvant que le module de z est plus 
grand ou plus petit que celui de la valeur imaginaire z qui rendrait 
infinie ou discontinue au moins une des fonctions 
| f(a+2), f(a+2), [!’(a+2), .... ["""at2), [at2), 


C'est ainsi, par exemple, que la serie 





REN: | Na 3 \ 
HH Hr HE HA-HU-DE-IU-DU-HU- 


est convergente ou divergente suivant que le module de la valeur de z es! 


26, 2 


plus petit ou plus grand que lunite qui est le module de la valeur = — | 
pour Jaquelle la seconde derivce et les suivantes de (1-+- ar)? deviennent infinies. 
Ce theoreme n’est qu'une tres simple conclusion des decouverles remar- 
quables de Mr. Cauchy; mais il est en partie contraire a la regle de la con- 
vergence des series donnee par cel illustre Geometre, dont l’enonec est le 5 
suivanl: 
„x designant une variable reelle ou imaginarre, une fonction reelle 
ou imaginaire de x sera developpable en serie convergente ordonnee 
suivant les puissances ascendantes de x, lant que le module de & con- 
serve une valeur inferieure a la plus petite de celles pour lesquelles 
la fonction ou sa derivee cesse d’etre finie et continue. *) 
L’insuffisance de celte regle provient, ce me semble, de ce que Mr. Cauchy 
suppose la valeur de l'intögrale definie ötre developpable en serie convergenle. 
lorsque la differentielle entre les limites de linlegralion peut etre developpe« 
en serie convergente; ce qui n’a lieu que dans des cas partliculiers. 


*) Cauchy, Exereices d’Analyse et de Physique Mathematique. Tome I. pag. 29 
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23. 


j . » Pr » + . k . 
In determinationem eo@ffieientium C, ın pag. 247 segg. 
ET. XXV. hujus Diarıı relatarum. 


(Auct. Dr. E. G. BDyjorling, ad acad. Upsaliens. docens mathes.) 


Ucien. Grunert in dissertatione quamvis excellenii „Über die Summirung 
„der Reihen von der Form ete.” loco eit. pag. 250 — 255 tamen coöfficientes 
k 

illas €, determinandi methodo usus est, ut facile patet, non omnino commo- 
dissima. Seilicet ut minime directa est minimoque partieularis ista methodus, 
ila rem per se non parum simplicem facilique negotio perspicuum ultra modum 
extendit reddilque diffusam, nee tamen legem quaesilam nisi per inductionem 
tandem sistit probatam.  Ut nobis videtur, methodus, qua in sequentibus usi 
sumus, non modo caeleris promlior est magisque direcla sed talis quae unıca, 
dum fieri potest, in rebus omnibus praesenti similibus sit adhibenda. 

Ex schemate in pag. 248 videlur esse (n et & denol. num. integros 
quascumque) absque exceplione 


A-+H1 k r 
Y A . 
s. C, —nN C, “2 n—1 9 
pultalis nempe 0 iis C, quarum index inferior —=Ü nec non quarum index 


inferior superiori mojor sitz alque de caetero 
k k 
2. C, —— 1 —— Ü,. 
k+1 


Quaeritur C, quaenam sit functio tpsorum k et n, dum n >| at = k. 


I) C,. Ex (1.) coneluditur (AZ?) 
k Ä 


k 
C, — 20,+1, ideeue 1.6, = G-1; 


271 \ 
de caetero Ü, — | 
Qua quidem aequalione differentiae. integrali habetur 


k 
Ce, AH, 
cn I eonst. 2. (4'); el, quoniam const, —— 4, 
‘ kl . 
3. 2 i | ? 


ideoque 


. rot 
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k+ 
2) C,. Ex (1.) et (3.) concluditur (= 53) 
k-+Hi1 . 


k k 
GC, = 30, +11, ideome 4.0, — 20, +7" —1; 
3 
de caetero C,— I 
Qua integrata habitur 


k k1__ 
C, Ak 3 5° 1 a. 32 ef (2) ı_ (pie; 


Zt En 
unde 
k 
‘ m. r ki k—1 . 
4. 2.0, ee HE FI 
ideoque 
k+1 
Al EL k ‘ »4. 
4 . ef un 3 ii. 1 1. 
kA >. 
3) €C,. Ex (1.) et (4.) concluditur (k — 4) 
k—1 B gI-1__9 „a1 ‚ k k ed dat 
C,—4.0,- — vr, ideoue I.0U, — —— — 
de caetero €), 
Qua integrata habetur 
k y km PN „ak—1 1 
BmME 3 +  Ak-2 Sf k—1 I\—1 | /y\—1l. 
2. u FIT pad 
unde 


k 
5. 23.0, = 4—3.313. 21; 


I 
ideoque 
A+1 
5. 2.3.C —- 4 3.3 43,2% — |. 
k+ı 


4) C,. Ex (1.) et (5.) concluditur (k = 5) 
k+1 r 1k—1 k—1 g-1__ 
PER WB a: Pa Et 





el 2.3 
ideoque 


2.3 ? 





q C a 6 + 413. „St43. Yk—1 —1 


de cactero U, — 1 
Qua inlegrata habetur 


. - k-1 YIk- . 
EWR a —). 3 +3. E.. 


7 zu. 





unde 
6. 2.38; Ce — — 4.216.979. EP 11: 


ideoque 
k+1 


6. 2.3.4.C, 


4 16.3 4% 41 
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Jamque per inductionem licet conchudi [a >1,k n]: 


k+l 
"(n).C.—n' — [n-1]H) (a1) + [n-1,(n-29 —.... +1 {n-1]).1, 
1). — [a1]. + [n-1],.3’—....—-(-1)"![n—1],.1.r'}, 
1)". {— 1° In1]. 2° — [n-1],.3° + ....+(-1)" [n-1],...n'}, 


= (1). S (-N’[n-1].1%, 
ii 


| 
n 
u 


1 


nec 10 


k im ö 
"(n).C,—= (1. S(-1) [nl]. 


21 
Kadem haec est ac aequalio penultima in pag. 255 loco eilt. Siculi haec, illa 
non nisi per inductionem est invenla at, ut plane apparet, via longe breviori 


alque nalurae rei propria. 


Feram hanc esse legem (T.) seu (7’.), jam licet perfecte probari 


et quidem solito illo more **). Scilicet antea probalum est, veram eam esse 
k k 


k 
pro C,, C,, C,. C;, (k = indice inferiori ). 





(n—Il)(n—2)....(n—1t) 
ee 


*) Scilicet [a —1]; denotante, uti assolet, 


"= ) Veram eam esse pro aequalibus indieibus (inferiori et superiori), i. e. esse pro 
k=n membrum posterius (7.) =] (n), heic ante omnia liceat directe probari. 
Est quidem 
tz! n ’ 
membr. poster. (7.) = (—1)" 8 Maut .— [r —1];1 %; 
im N ‘ 
al 
n, n n (n—1l)(n—2)....(n—t-+1) en 
—[n = oa. oo. [nn], 
L | t re 
Id. value 
- (— 1)" !'S” rl. % 
membr. poster. (7.) = —— $ (—1)' [n]; *, 
N im 
alque ıgılur, pohkh=n, 
(—1 \ ı / \ | 
a, y ( N “In | f n-1 \r „ 7 
Zu [x], 1" +f9],.2"— [Rn], .3”+....+ (1) [nl a1)" + —1)" [a], n h 
= _ ea], (a1) +), m 2y KH], tr | 
De Pr . ' 4 7 N (N ) . Ir 2 N TE — .t(— J 1 Y: 
ni 


— —— I (vid. ex. gr. Lacroi.x, Calc. Diff, et Int, T. II. pag. 10), 
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k k k 
Posito jam, veram eam esse pro C,, C;, .... CE, (p< KA), nos jam 
a 
contendimus valere ul pro C,.,, i. e. esse 


(4.) e; _ 1 8 (1 Ip} - 
p+Hi —_ Tp- ) 5 ıi—1 


Ex (1.) coneluditur (k = p--1) 


24 ‚’ 


Gn= — (p-- Mm: N C,; 


ideoque sec. (7.), quae vera ad C usque (inclusive) posita essel, 


k--1 —1)P i=p 
GC = (pl) Cut er had (—1) [p—1]_, d", 
ideoque 
u k (eins sep 


41.C,H — pl, „+ re .S (1) [p—1];._, 


4 | 





de caetero ©. rd, 
Qua integrata habetur 
C — (p-tı)%, x (—1)P 5 4 j Pure 
pri 7” Pr\ (pH) 1 .I(p)'‘; ’[p— li 2 , 
seu 
(B) Ip). Ö,; 
ci _t=p ij kl 
= (PH ES IP (5) 
1 1 Y\k-1 k-1 
nl $ 2 
(—1)P(p+D) ={-(4) +71.) 1. ) na RRRERE 
N k-1 k-1 
1 ) P ! 
+14) ++ DR) } 


Est autem 


rl) 


seu 


NP N &(, pn Ai 


(A denot. quant. ab % haud pendentem ) 





seu 
_ All nr PZPPZN. pi) Pprl r 4) 
4 ( 1”. il. 2: „. gl) pi+ti +1 I 
 ALr nt Pa ( i )“ u E er ke ar 
j 4 | ( 1) P Ip]: -1 p+ N a 4 | p‘ p + 1) — [pl # 


Itaque secundum B3, quoniam p/'(p)=I'(p--1), habetur 


i=p 


PD AH N II 
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A’ denot. quant. ab 4% haud pendentem, quam facillimo jam licet negotio in- 
p—t 
veniri. Seil. quoniam C,., = 1, habetur ex aequat. novissima haecce relatio: 


i==p , 
(pPP.4 = Ip) H—1P S(—Yilpla®, 


| 
seu, quoniam (P+-1) ZI (p+1)= T(p+2) et (pH) [pm ® = [p+1];-#°", 


haecce 


| k ZZ no 
PHP. TIPPS (N pH], 


E37 
| li ‚alor termini esimi nen och d pgypt! 
vel eliam, quoniam valor termin novissimi pro 2 =p--L est = — (p-+1)P", 
i=p+l1 
/ \n / \ +1 ] Y ‘ | f z LE; .n|L e 
(PP L )' DE = (PP 1 )' + [(p- 2)- \ -1). Ss [* -1)[p--1];.* e. 
imi 


qui aulem terminus novissimus, u! in notula praecedente monuimus. est 
— [(p--2). ltaque 


A —= p-1 
tandemqu« | 
Kp-41.C. = pH Hy. SS Difpla 
22 
zp-I 
= (1. Spion 
0. E.D 


\X Sept. 1843 


Upsallae d. 
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21. 
Allgemeine Untersuehungen über die Formen dritten 
(srades mit drei Varıabeln, welche der Kreistheilung 
ihre Einstehung verdanken. 


(Von Herrn Stud. Gotth. Eisenstein zu Berlin, ) 





„a—1 
Darstellung des Ausdrucks 27. u durch eine cubische Form mit drei Variabeln 


5:2, 
N “ » Lrr . “ 
E: ist bekannt. dafs für jede Primzahl p der Ausdruck 
; zr—1 4 
ur Co — aA Lg l,.. 10-1 


auf die Form 
2) 4° —(- 1927], 
7 4 a) . 
oebracht werden kann. wo Y und Z ganze Funclionen von x mit vanzen 
Coöffiecienten sind; und man weils. dafs diese Zerfällunge von der Zerleeuno 
der Gesammtheit (2 der Wurzeln der Gleichung 


ar —1 
(3.) 2.y > 9 


in zwei Perioden abhängt. — Wir wollen uns in dieser Abhandlung zuers! 
mit einer neuen Zerfällung desselben Ausdrucks A beschäftigen, welche der 
Zerlegung von 42 in drei Perioden für eine Primzahl » von der Form 3m --1 
ihre Entstehung verdankt. Die Form dieser neuen Zerfällung, unabhängig von 
der Art ihrer Entstehung aufgefafst, wird später auf eine ganze Reihe von 
neuen und umfassenden Resultaten führen. 

Wenn p eine Primzahl von der Form 3mm--1 ist, so sind bekanntlich 
diese drei Perioden die Wurzeln der eubischen Gleichung 

Aryl — 0. 


Wo 
4p — M’+3N’, N = 0 (mod. 3) und 
‘ 2 '/MN\, 
c— A (32-1420) p) 
vesetzt ist. Diese Gleichung vereinfacht sich. wenn man 
z —=3y-+1 
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setzt. und man erhält die folgende Gleichung in 2: 


a 
z — 3p93- (> )Ap. 
Diese redueirte eubische Gleichung, auf die gewöhnliche Weise aufgelöset, würde 
die Werthe der drei Perioden liefern. Indessen bedürfen wir gar nicht der 
Kenntnils der eubischen Gleichung, zu welcher man nur auf einem ziemlich 
complieirten Wege gelangt, sondern man kann durch höchst einfache Betrach- 
unven. wie wir sie schon in den „Beiträgen zur Kreistheilune” und in dem 
Beweise des eubischen Reeiprocitälsgesetzes” angestellt haben, die Werthe 
ler drei Perioden a4 prior: bestimmen. 
In der That: es sei # eine Wurzel der Gleichung (3.),. 0 eine imaginäre 


('ubikwurzel der Einheit und man setze 


> 


Be 


Ind k ek / \ 
. FE \ 
F r re p\a, I 
l 
k=p—I 


mv 


Ind, k BR, 
0 n Kzeah — wl(e). 


II WW 


> 


wo Ind. k sich auf die Primzahl » und auf eine nach Belieben angenommene 
primilive Congruenzwurzel 9 bezieht, und wo « irgend eine nicht durch p 
'heilbare ganze Zahl vorstellt. Setzt man 


ak ! (mod. 9). 2<Zp, woraus 
Ind. + Ind. & Ind. (mod. p— 1) folgt, so wird 
yak ri gr k i 0 Ind, TE, BER 0” Ind, « 0 Ind ı 


während # wiederum die Werthe 


1, 2s > er m l(w) 
Jurehläuft: also erhält man 

iz=p—l 

(4.) Y (@) men ” aaa B x " a 1 augen DONE g>P 
im! 
I=p—l 

w(o) _—— —n >: "a anne all w(1). 
ei 


Das Produet der beiden Reihen (1) und w(1) ist 
s=p-lli1=p-I h 
4 wil „ = - s— Ind Ipstt 


Stellt man sich in dieser Doppelsumme unter s auf einen Augenblick einen 
stehenden Werth vor und setzt = sk (mod.p), k<-p, woraus Ind. s — Ind. ? 

— Ind.4 (mod. p — 1!) folgt. so erhält man, weil nun A selbst wieder für 
ieden Werth von s die Werthe (zw) durchläuft, 


s=p-ı k=p-I 
= x 0” Ind. Kst! A 3 


G I) w | 


> 


u kl 
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Die Summation nach s läfst sich jetzt ausführen, und man erhält fin 
jeden Werth von A, mit Ausnahme des einzigen Ak=p—1!: 


Earth == pi. „tft — bh 

sl 
dagegen für k==p—1, weil in diesem speciellen Falle 1+-A=-p, also 
rt gti, 

dieselbe Summe = 1-+1--...+1=p-—1. 
Im Ganzen erhält man also ’ 

=_p—1 

yll)yil) = = ET 
Die Summe nach % verschwindet, weil Ind. % die Werthe 0, 1. 2, ....p—4 
p— 53. p—? durchläuft; aufserdem ist Ind. (ap —1)=4{p — 1) durch 3 theil- 
bar, also o-""#-9 — 1, folglich giebt die eben erhaltene Gleichung 


(5.) pl)w(l) p: 
Man bilde ferner das Quadrat der Reihe g(1), nämlich: 
sep—l t=p—I ’ 
Y (1)? FRrn > BR: % nd. s-+ Ind ip ı 
sl im>i 
Stellt man sich unter s einen stehenden Werth vor. selzt / sk (mod. »). 
k <.p, woraus Ind. = Ind.s--Ind.% (mod. p —1) folgt, und bedenkt, dafs nun 


k für jeden Werth von s die Werthe («) durchläuft, so geht die Gleichung in 
sep k=p-1 


f (1) — = > 0° Ind, s - Ind. Ks (14 k) 
s=1l k=i 
j 8 = p—l | 
über. Aber nach (A) it 2 TED p(l), für alle Werthe 
si 
von Ak: nur nicht für k = p—1; in welchem Falle dieselbe Summe olfenbar 


verschwindet. Es tritt daher w(1) als gemeinschaftlicher Factor aller Gliedeı 
heraus und man erhält 


k=p-2 
GE a #43 < Ind. A+ Ind. (k+-1) 
p(i) = v(l) = o" 
ur 


k=p—2 


=» „Ind.k-+ Ind (k4 up ge x 
Die Reihe F ge" Hin Jäfst sich offenbar auf die Form «- bo 
k=1 


bringen. wo a und 5 reelle ganze Zahlen sind; sie ist also einer sanzen 
complexen Zahl gleich. welche aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetz! 
ist. und man erhält 





q2 k=p—2 
u: p| 1, = Ind.k-+-Ind,.(k+1) . 
(6.) ou .52* — 4+bo. 
Auf dieselbe Weise kommt 
kz 22 
n w(1)? Se N RR 
(7.) I zZ og 1. k+2Ind(k+1) —_ gg. bo 
p\ ) k=1 
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VWultiplieirt man diese beiden Resultate (6.) und (7.) mit einander und bemerkt. 


dafs nach 5.) gibiwil p ist, so erhält man 
(>.) a bo a- ho°) —e } 


woraus zu ersehen, dals die reelle Primzahl » von der Form 3m “1 sich in 
das Produet zweier ganzen complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Einheit 
zerlegen läfst. Die beiden ganzen complexen Zahlen «-+-b5bo und «-+-bo° sind 
durch die Bedingung. dafs ihre gemeinschaftliche Norm —p ist. noch nicht 
vollständig bestimmt. Um sie vollständie zu bestimmen, bemerke man. dafs 
nach (6.) g (I) = giNw(l)(a-- be)—=p(a--bo) ist. Entwickelt man den 
Cubus der Reihe (t) nach dem polvnomischen Salze, so giebt diese Ent- 
wicklung erstlich die Cuben aller einzelnen Glieder der Reihe, und dann noch 


Glieder. deren Coöflieienten sämmtlich durch 3 theilbar sind. Die Summe der 
k=p—I 
Guben der einzelnen Glieder ist. wegen 0—=1. = E r”"—--I, und man 


2 


erhält eine Gleiechune von der Form 


|+3L=p(a+bo),, wo L=A-4Br-Ür:.... ist 


und A, B, Ü, .... ganze complexe Zahlen sind. Es folet hieraus die 
Congruenz 
p(a--bo — I (mod. 3), aber p=1 (mod.3), folglich 
(4.) a--b 0 — | (mod. 3). ebenso «a- bo’ (ee 3) *), 
Jede ganze complexe Zahl von der Form A--Bo (4 und B reell und 
sanz), welche I (mod. 3) ist, heifse eine pranäre complexe Zahl. Da 


jede ganze complexe Zahl 7, welche nicht durch 3 und auch nicht durch 1— 0 
'theilbar ist. nur einer der sechs Einheiten 

I, 0, 0, —1. -0, 0 
nach dem mod. 3 coneruent sein kann. so sieht man. dafs sich unter sechs 
assocelirten complexen Zahlen, wie 

. Du Il, —ol, —otl, 
immer eine und nur eine przmäre belinden wird. Zerlegt man also die Prim- 
zahl p in das Product p,p; ihrer beiden primären complexen Primfactoren p, 
und 95. 50 ocben diese letzteren die Werthe von «-! bo und @a--bo’. Es 


bleibt nur noch zu entscheiden, welche von den beiden complexen Zahlen #-: bo 


*) Da L eine ganze Function der Wurzeln der Gleichung (3.) mit ganzen com- 
plexen Coöffieienten ist, und da zugleich L einer rationalen complexen Zahl gleich wird, 
so mufs L nothwendig einer ganzen complexen Zahl gleich sein. Man sehe deshalb die 
Hülfssätze zu dem „Beweise des cub. Reeiprocitälsgesetzes. ” 
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und «-+d0° gleich p,. und welche gleich p, zu setzen sei. Zu dem Ende 
bezeichne man durch p, denjenigen der beiden primären Primfaetoren, in welche 
man p a priori zerlegt hat und für welchen die Congruenz A?" ==g"""(mod.p,) 
erfüllt wird, während dann für den andern A3=V — g*!"4-k (mod. p,) sein wird 


Unter dieser Voraussetzung erhält man 
k=p—?2 k=p—?2 


ev 1e Tre ! „ “ ae . >, 

a bo 2 > o" l.(k-+1) —— >: ji; Ik [ya ) (mod. pı) 
kl ki 

Aber der Werth der zweiten Summe ist eine reelle ganze Zahl und durch p 


theilbar. wovon man sich leicht überzeugt, wenn man in der Summe 
x Jar) I \H(p—1) 


welche sich von der obigen nur durch Vielfache von p unterscheidet, (A 1 


nach dem binomischen Satze entwickelt; worauf jede der einzelnen Partial- 


summen, in die hierdurch die Summe zerfällt, durch p theilbar ist. Di 
obige Summe ist also um so mehr noch durch p, theilbar:; folglich ist auch 
abo durch p, theilbar. Wäre nun a-+-bo —= p;. so mülste p, durch p, 


theilbar sein; was unmöglich ist. da p, und p, conjugirte complexe Primzahlen 
sind *); also ist nothwendig @a--bo — p.. 


Man erhält daher 


g(1) pp» vi)’ = pp, folglich 
k=p—l 3 
(10.) = re — (pp), 
Baier N 
Er Yeppo: 


wo die beiden Cubikwurzeln so zu wählen sind. dafs ihr Produe! 


3 3 | 
v(ppı)y(pp) = y(l)yfl) = p wird. 
Diese beiden Gleichungen werden nun sogleich die Werthe der drei Perio- 


den liefern. 
Ar 


Man bezeichne durch P die Summe aller Wurzeln e”’ der Gleiehune (3.). 
für welche Ind. k durch 3 theilbar ist; durch 2’ die Summe derjenigen Wurzeln 


derselben Gleichung, für welche Ind. A == — I (mod. 3) ist; endlich durch P“ 
hr. 
die Summe aller der Wurzeln e”’ „für welche Ind. k I (mod. 3.) ist. 





*) Nur die beiden conjugirten complexen Primzahlen 1— o und 1 — 0°, deren ge- 
meinschaftliche Norm die Zahl 3 ist, theilen sich gegenseitig. 
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Seizt man #—e” , so lassen sich die Gleichungen (10.) und (11.) folgen- 
dermafsen schreiben: 


3 
P-+-eP'--eP'" — Y(pp\), 


P-oP 0 P“ — y(pp.): 
Da sich zu diesen beiden Gleichungen noch die folgende gesellt: 
PıP'-P'‘ — 1, 
so haben wir jetzt ein System von lineären Gleichungen. welches sich nach 
PP, P' als Unbekannten auflösen läfst. Die Auflösung dieser Gleichungen 


liefert foleendes Resultat: 


Lehrsatz 1. 

„Wenn man die reelle Primzahl p von der Form 3m-+i in 
„das Product ihrer beiden primären, aus dritten Wurzeln der Ein- 
„heit zusammengesetzten complexen Primfactoren zerlegt und den- 
„jenigen von beiden, welcher für eine vorher nach Belieben ange- 
„nommene primilive Congruenzwurzel g die Congruenz Y—»„=y 
„(mod.p,) erfüllt, durch p,, den andern durch p, bezeichnet, so sind 
„die drei Perioden P, P', P' durch die folgenden Gleichungen ge- 
„geben. 


3 3 
3P= —1+ Ypp)+ Y(ipp). 
3 3 
3P' = —1I-+eYlpp)+eY(pp:): 
| 3 
3P'"—= — 14 0°Y(pp)+ ev(pp); 


„wo die beiden Cubikwurzeln so zu wählen sind, dafs ihr Product 
„reell und der Primzal p gleich wird.” 


\ \ eu eo. . 
Bezeichnet man durch das Symbol | | diejenige Potenz von go. welche 
Pı ' 
) y ’ nd. k v b . 
As") (mod. p,) ist. so hat man og" — | 1; und man kann jetzt aus 


Pi 
dem Resultate die primitive Cougruenzwurzel und die Indices vollständig elimi- 


niren und demselben folgende unabhängige Form geben. 


„Die reelle Primzahl p = 1 (mod. 3) sei in das Product ihrer beiden 
primären complexen Primfactoren p, und p, zerlegt; man bezeichne durch 
707 


die Summe aller derjenigen Wurzeln e ” der Gleichung (3.), für welche 


vespecliv e 
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4 Bl-e Bm 


ist: so hat man 


3 3 

3P= —I+ Ypp)+ Y(pp); 
3 3 

3P' —= —1-+ oY(pp)-+eo’y(pp.). 
3 3 

sP"—= —1-+e’yY(ppı)+ey(pp:): 


3 3 
wo die beiden Cubikwurzeln y{pp,) und y(pp;) so zu wählen sind, dafs 


ihr Product =p wird.” 
Wir denken uns p, immer so bestimmt, dafs der Coöfficient von u posetiv, also 
der Coöffieient von o° in 9, ebenfalls posetwv ist. (Vergl. die Tabelle $. 3.) 


S. 2. 
Nachdem die Werthe der drei Perioden P, P‘, P’” vefunden sind. 
xp —1 


können wir die Function X = in das Product dreier ganzen Functionen 


x —i 
s.n, £ von x zerfällen, deren Coefficienten aus P, P', P’ linear zusam- 
mengesetzt sind. Ordnel man diese drei Factoren, statt nach den Potenzen 
von x, vielmehr auf die Weise, dafs man alle Glieder zusammenfalst,. welche 
respective mit P, P', P“ multiplieirt sind, so nehmen sie die Form 

5= A-BP-CP-DP' 
an, wo 4, B, C, D ganze Functionen von x mit ganzen reellen Coöfficienien 
sind, und es folgt aus der von Gaufs gegebenen Theorie, dafs, wenn & die- 
sen Werth hat, die Werthe von 7, & sogleich hieraus durch eyelische Per- 
mutation von P, P‘, P’ gefunden werden, nämlich: 

n = 4+-BP' —-CP'--DP, 

S = 4-BP'-CP -DP‘. 
lan kann mit Hülfe der identischen Gleichung 

I+-P-+-P'- BP’ _ 0 

einen beliebigen der vier Coöflieienten herausschaffen. Will man z. B. I 
eliminiren,. so subtrahire man von den obigen Ausdrücken für 5. y. { den 


folgenden: 


GB == D- DP--DP' -DP', 


und man erhält 


& = A—D4(B-D)P +(C—-DyP, 
„= A—-D-+(B—-D)P' 4(C—D)P", 
£—= A—-D-+(B—-D)P'!(C—-D)P: 
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o dafs also &, y. € immer auf die Form 
{ I.) < 4 BP CP’, — A -BP: LEP", u A . BP'’ + CP 
sehracht werden können, wo A, B, C ganze Functionen von x mit ganzen 
reellen Coeffieienten sind. 
Selzt man nun in diese Ausdrücke die Werthe der drei Perioden. wie 
je sieh oben ergeben haben, nämlich: 
3 3 
> 1 f \ 
fi 1(—1 r YıPPpU)+ ‚(PP:))- 
3 3 
» / 2 # 
I it oe y(pPpı)- 0 Y(\PPp:))- 
3 3 
Bi If | a} \ | /r 
u ı(—1-+e'yY(ppı)+ ey(pp:))- 


so erhält man » 
JE 3A— B ll, ( pPPı) ’(pp:)) | C(o (PPı) | 0°) PP:))- 
17 = 3A—B—CHBloy(pp) TE YPP) +Cle’yYlpp)+ er(pp»); 


cc 3 A— B-C- B(oı (pp)-e y(pp))+- C Cy(pp) + Y(pp:)): 


welehes sich auch foleendermafsen schreiben läfst : 
3 3 
El Yypp)+-Z y(pp:)- 
3 3 
} oY\PPı) -Ze’y(pp.). 


- ‚3 ' v 3 i 
Yo’y(ppı) +Zo Y(pP.): 
Wo, Z=V-+We: 


wo U, V, W drei ganze Functionen von x mit ganzen reellen Coefficienten 


(?.) | 


sind. Multinlieirt man die drei Ausdrücke 35, 37. 3{ wirklich ineinander. 
mit Hülfe der Formel 
hut v)k+-outer)A—-ou-+-eor) = Pt wW+r—3kurv, 


3 ” u 
ınd bemerkt. dafs y(pp,)-Y(pp:) = p ist. so kommt 
3.) 7Enl = U’-pp Y-+pp Z#—3pUYZ 
Lehrsatz 2. 
„Fur jede Primzahl p von der Form 3m--1 läfst sich also der 


‚Ausdruck 


Bley; f Dell 


nd A 


-aP"ı,.+-02-+1) 

„auf die Form 

„U’-+pp Y-+-pp Z#—3pUrZ, 
„bringen, wo Y—= PVP -+-We,. Z=V-- Wo ist und U, V, W yanze 
„Functionen von x mit ganzen reellen Coefficienten sind.” 
Ich bemerke noch. dafs man immer 
U-V-W =v0 (mod. 5) 

hat: denn es ist U-V-+-W=34. 
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Beispiele. Für p=7 ist =?-+30, p—=2-+30, U=3r’1r.3. 
mm np, W ==0, 
Für p=13 ist 9, = —1430, pm = — 1-30, U—=32’+-2’452°-1243. 
V=-—-r-r’—-.,, W=-—r". 
Mit Hülfe des Newlonschen Satzes über die Potenzsummen der Wur- 
zeln einer Gleichung kann man durch Anwendung des symbolischen Zeichens 


-k . * Y .. 7 . * y ” 
[=] alleemein die Coeflieienten der drei Polynome U, V, #Y durch analv- 
Pı- 


tische Formeln ausdrücken. Ein Umstand, auf den ich bei dieser Entwicklune 
im Vorbeigehn aufmerksam mache, besteht darin, dafs die Coöfficienten. wie 
sie die Formeln liefern, als Brüche erscheinen, ohne dafs man sieht. wie die 
Nenner durch die Zähler aufgehoben werden. Da man aber « prior: weils. 
dafs diese Coefhicienten ganze Zahlen sein müssen, so erhält man hieraus eine 


. .. . Y. .. . « nn 1 
Reihe merkwürdiser Sätze über die Symbole von der Form | - |. welche in 
u, « ) 


l 
ihrer Verbindung zu dem cubischen Reeiproeitätsgesetze und den Criterien des 
eubischen Characters der Zahl 3 führen, also die ganze Theorie der eubischen 


Reste implieite enthalten. 


= 


Eigenschaften der Ausdrücke von der Form ® 


$. 3. 
Die Ausdrücke von der Form 
(1.) w-pp yv—-ppz’—Spuyzs =». 
in welchen wir y=v-wo, z=v-woe? und u, v, w als reelle ganze 
Zahlen voraussetzen, und welche unter dieser Annahme nur reelle ganze Zahlen 
darstellen können, besitzen merkwürdige Eigenschaften. Die Fundamental- 
Eigenschaft derselben besteht darin, dafs je zwei Ausdrücke von dieser Form, 
mit einander multiplieirt, wieder einen Ausdruck von der nämlichen Form re- 





produciren. Es seien 
pP = uw -- pp y +-ppz’ —3puyz. 
P—= wTppy"tpme" —Ipuy= 
zwei Ausdrücke von dieser Form. Um nun das Product PP’ — &$" zu bil- 
, 


den, schreibe man $& und &’ wie folgt: 


3 | 3 , i 3 i | 9 3 
b = (u-+yyY(ppı) 2 Y(pp.)) (u +yeor(pp)+ze'y(pp)) 
2) 3 \ i f 
x (u—-yo’y(ppı)+zoy(pP:))» 
3 3 R v x 
DB’ (wy Ypp) +’ pp) leie.)leie.). 
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und multiplieire je zwei übereinander stehende Factoren wirklich mit einander. 
Auf diese Weise erhält man offenbar einen Ausdruck, der genau dieselbe Ge- 
stalt hat. wie & und 4’, aber mit neuen Variabeln «’, y‘, 2, nämlich: 
u = uu--pyz’+-pzy', 
/ 


r yW"--p22, 


w 


3.) Sy uy 
(2 = u2 —- zu-p9,yYYy5 


en 


und man sieht, dafs man, wenn y=v--wo, z=v-wo, y’—=v'--w'o, 


’i 7 


2 v’-+-w'o” gesetzt wird, y’ = dv” -- 3’ = v‘ wo erhält, und 
dals u’, ©, ww’ ebenfalls ganze Zahlen sein werden. 

Man kann hieraus sogleich einige interessante Folgerungen ziehen. 
Wenn die unbestimmte Gleichung 

(3.) W"--ppyY+ppz’—5spuyz =|1, 

für» v”-- wo. 2—v--wo, in reellen ganzen Zahlen u, v, w lösbar ist 
(mit Ausnahme der evidenten Lösung u= |, v=23=0), so lassen sich, wie 
bei der bekannten Pellschen Gleichung, aus einer Lösung unendlich viele, 
und hier sogar doppelt unendlich viele, ableiten. In der That: wenn w, y, & 


iroend ein System ist, welches der Gleichung (3.) genügt, so darf man nur 
3 


3 
(4) (u-+-Yyy(pp)-+-zy(pp:)) 


m 


3 3 
(u -yoylpp) ze y(pp3))" 
3 3 
U--Yy(pp)+-Zy(pp:) 
selzen. wo m und n irgend welche positive oder negative ganze Zahlen vor- 
stellen, und alle diese Systeme 
u 9 m, 
welche den verschiedenen Werihen von 2» und n entsprechen. werden eben- 
[alls der Gleichung (3.) Genüge thun. 

Wenn M eine ganze Zahl vorstellt. welche durch die Form & re- 
präsentirt werden kann, und man kennt alle Auflösungen der Gleichung (3.), 
so lassen sich aus einer Darstellung unendlich viele ableiten. Hat man z. B. 

N = «-+pp P’-+-ppyr’—>pePy; 
und stellen 
BT, 


alle Systeme vor, welche der Gleichung (3.) genügen, so seize man 


8 3 f . r u \n 
(5)  (e+-Pylpp)+rYipp))(U- Yylppı)+Zyipp:)) 


3 3 
A+By(pp)+I'yY(pp»: 
und es ist dann ebenfalls 


M == t--ppB’+-ppT”"—3pAB1l. 
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Zugleich sieht man, dafs sich alle Darstellungen, die man auf diese Weise er- 
hält und die wir als eine Gruppe von Darstellungen bezeichnen, 4, B, / in 
eine derselben «, %, y lineär ausdrücken lassen; man darf zu dem Ende nur 
die linke Seite der Formel (5.) entwickeln. den reellen Theil dem reellen 
Theile und die Coöffieienten von resp. / pPp\)- (pp: einander gleich selzen 
Bei diesen Rechnungen hat man immer die einfachen Gleichungen 
Tre, va, Tem, Fer, HR 

im Auge zu behalten. wo hier, wie im Folgenden, der Kürze halber die 


häufig vorkommenden Cubikwurzeln (pp): (pp: resp. durch „. $ be- 
zeichnet werden. 

Wenn die beiden ganzen Zahlen M und M’ durch die Form & dar- 
stellbar sind. so ist ihr Product MM’ ebenfalls durch & darstellbar. Bedeu- 
ten überhaupt M, M', M', etc. eine Reihe von ganzen. durch die Form 
darstellbaren Zahlen, so giebt es in dem Ausdrucke 

DE RE ea 
in welchem die Exponenten die Null und alle positiven ganzen Zahlen vorstel- 
len. unendlich viele ganze Zahlen, welche durch die Form & dargestellt wer- 
den können. 

Dies ist ungefähr Alles, was sich bei der Erforschung der Eigenschaften 
der Formen < gewissermafsen an der Oberfläche darbietet. Indem wir uns 
nun zu schwierigeren und tiefer liegenden Untersuchungen wenden. beginnen 
wir mit derjenigen über die Natur der Theiler der durch die Form & dar- 
stellbaren Zahlen. 

Es heilse eine ganze Zahl y Theiler der Form 
P=u-pp(v--wo)”’-+-pp(v--weo)’— Ispulv- wo)(v-- we‘), 
wenn eine Zahl M existirt, in die g aufgeht und welche durch die Form & 
darstellbar ist. ohne dafs die Variabeln «, v, w einen gemeinschaftlichen Theiler 
hätten: diese letztere Bedingung ist darum nothwendig, weil sonst das Charac- 
teristische der Theiler verloren ginge und jede Zahl Theiler der Form & sein 
könnte. Im entgegengesetzten Falle, d.h. wenn keine solche Zahl M existirt. 
die durch $ in relativen Primzahlen darstellbar und =0 (mod.g) ist, heilse y 

Nichttheiler der Form &. 

Wenn eine ganze Zahl Theiler der Form & ist, so ist, wie man sogleich 

sieht, jeder ihrer Primfactoren ebenfalls ein Theiler der Form $. Wir wollen 


also zuerst alle Primzahlen aufsuchen, welche Theiler dieser Form sein können. 
39 * 
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Es sei y eine reelle positive Primzahl, für welche P=0 (mod. g) 
ist. während w, v. w relative Primzahlen, d. h. nicht alle drei durch ein und 
dieselbe Zahl theilbar sind; wir setzen g von 3 und von p verschieden voraus, 
weil 9==3, 9g=p immer Theiler von 2 sind. Sehen wir nun, welche Folge- 
rungen sich aus einer solchen Annahme ziehen lassen. Setzt man v--wo=y, 
v-- Wo x, so können auch , y, 2 keinen gemeinschaftlichen Factor haben; 
aufser vielleicht den Factor 1—o: diese letzteren Variabeln können also nicht 
alle drei mit 4 denselben gemeinschaftlichen Theiler haben; aber auch nicht 
zwei von ihnen, weil sonst vermiltelst der Congruenz ?==0 (mod. g) Das- 
selbe auch für den dritten gelten würde. Es sei d entweder —=g, wenn 9 
von der Form 3n--2, oder Ö gleich einem der beiden compiexen Primfacto- 
ven g, von g, wenn g==3n--l ist. Es sind nun zwei Fälle denkbar: ent- 
weder ist eine der drei Variabeln #, yv, & durch Ö theilbar, oder sie sind 
alle drei necht durch Ö theilbar. Es sei # durch Ö theilbar; dann sind y und 
x nicht durch Ö theilbar,. und man kann statt ? =0O (mod. d) einfacher 


pp. Y’--pp: 2° 0 (mod. 0) schreiben. Dies giebt 


=], [1=[pl 


| er: j | en I. 2. | I ® folelich Los L3 et. 


\ 
Dasselbe Resultai erhält man. wenn v oder z durch Ö theilbar ist; denn in 


diesem Falle hat man entweder #-+- pp, z2?=0, oder W-+-pp, y’=0 (mod. 0), 


; ® ı»p ’ ’ 
lolglich resp. E3 | oder Pr | -1; und von diesen beiden letztern 


(Gleichungen isi jede eine Folge der andern. 

ls bleibt der Fall zu betrachten, wenn , y, & alle drei nicht durch Ö 
theilbar sind. In diesem Falle setze man 

db‘ u” -+-pp,y”—+-pp2"" —3pu'y'z’, 
und suche die eomplexen ganzen Zahlen w‘, y’, 2’ so zu bestimmen, dafs das 
Produe! 
bi‘ W+-PPpW-ppy—Ipuds 

die einfachste Gestalt annimmt. Die Werthe von u. db, ; sind 


1 uu - pP) zit pzy', = uv vw | P:232), ı — uz' zu --pyy" 
Es lassen sich nun zwei Were einschlagen, indem man entweder 3=0 oder 


10 selzt: welcher von beiden in jedem Falle vorzuziehen sei, wird sogleich 


die Reelnung zeigen. Setzt man x—=0, so hat man die beiden Gleichungen 


u\ vu — 1,32'--, pıyy zu = —u3,, 


- 





















u 





94, Eisenstein, Formen dritten Grades mit 5 Variaheln, 301 


welche, nach y’ und «’ aufgelöset, 


(ux —pıy)y' = (uy—pz’)2’+2n und 
(uz—pıy Ju = (pyz— u)z2’—p,yY 


geben. Ist nun die Determinanle a2 —p,y’ nicht durch Ö theilbar, so setze man 
‘ 


2 


'—y—W3—p,y', und man wird für y‘ und «’ ganze Werthe aus obigen 
Gleichungen erhalten, und » wird nicht durch d theilbar sein; man kann also 


dann &’ so bestimmen, dafs 3=0 und H nicht durch Ö theilbar sind; da aber 
PP’==0 (mod.d) ist, so hat man u’ -+-pp,H9’== 0 (mod. $), folelich | u. | I. 

Ist aber uz —p,y” durch Ö theilbar, so mufs man auf dieses System 
von Gleichungen ganz verzichten und mufs 90 s2tzen; diese Annahme liefert 
uy—p 2)’ = (ur —pY’)y-ıYy» (uy—pz)W—=(pyzs—uW)y'—p32; 
Ist nun @y — p,2° nicht durch Öd theilbar, so darf man nur y’ = =—=uy— p,3’ 
setzen, und man wird 2’, u in ganzen Zahlen, ; nzcht durch Ö theilbar, und 


PPa | ve. 
s I. 


wW--PPpy==0 (mod. 0) erhalten; letztere Congruenz liefert folglich | 
Wenn aber zu gleicher Zeit die beiden Congruenzen 
uz—py =0, Uuy—pzr = 0 (mol. d) 

Statt finden, so führt gerade die Verbindung dieser beiden Congruenzen zu der- 
jenigen Folgerung, welche dieselben auf anderem Wege zu ziehen nicht er- 
lauben. In der That: multiplicirt man die erste mit 2py, die zweite mit p2 
und addirt, so erhält man 

3puyz— pp Yy —- PPRE—PPıY =O (mod.d), oder W— pp y—b=0; 


aber P=0 (mod. d), folglich W"=pp,y’ (mod. d); und da nun y nicht 
durch Ö theilbar ist, so folgt [Pr] 1. 


Man sieht also, dafs in allen Fällen die beiden Gleichungen 


j np IP, 

» ls Pp]=ı 
von denen jede eine unmittelbare Folge der andern ist, die notlhwendige Be- 
dingung enthalten, damit g ein Theiler von $ sei. Ich behaupte, dafs diese 
Bedingung auch hinreichend ist. In der That, wenn die beiden Gleichungen (6. ) 
erfüllt sind, so giebt es zwei reelle ganze Zahlen «@ und % von der Art, dafs 


a@--Po° zu p relative Primzahl ist und dafs (@-- 0°)’ == pp, (mod. d), oder dafs 
| 222 h | 22? a eu 2. 
(ae Po — n)la+ Pe — ende rPe— ein) 


durch Ö theilbar ist; die Norm dieses Ausdrucks wird also durch g theilbar 
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sein. Die Norm des ersten Factors ist (a--90° —n)(a+-Poe—%) 
eo — 0B--P—p— (e+Peo)n—(a--Po°)$, und die Normen der beiden an- 


dern Factoren werden hieraus erhalten, wenn man statt 7. 9 resp. on. 0°%: 
on. 0% schreibt. Das Product dieser drei Normen, d.h. die Norm des 
sanzen obigen Ausdrucks, erscheint also in der Form &, und > ist somit durch 4 
'heilbar. Es bleibt noch zu zeigen, dafs die Variabeln u = «’ — eB-- P—p, 
2 @, w=— — /I keinen gemeinschaftlichen Theiler haben: ein solcher ge- 
meinschaftlicher Theiler müfste auch p theilen, also auch «-- 0° und p; was 
soegen die Annahme ist. 

Wir kommen jetzt zu der Umformung der Gleichungen (6.) mit Hülfe 


des Reeiproeitätsgeselzes für die cubischen Reste, welches wir im 27ten Bande 


dieses Journals (Seite 259) bewiesen haben. Wenn zuerst 9 = 3n-- 2 
und 0d q ist. so hat man wu Ei ( Verel. a. a. ©. Seite 305). Wenn 
- # . _ Iı= u 
weitens = 3n--1== 99 und d=g, ist, so hat man PPa | — 1] 


u: Die Pı- 
(a. a. 0. Seite 307 («.)). In allen Fällen lassen sich also die Bedingungen (6.) 
durch die folsende ersetzen: 
@) |L|=ı 
Wenn die Bedingung (7.) erfüllt ist. so ist g cubischer Rest zu p,. d.h. es 
existirt ein Cubus 4° (welcher immer reell angenommen werden darf), der 
y (mod. p,) ist. Der reelle Ausdruck #°’—g kann aber nicht anders durch 
p, theilbar sein, als wenn derselbe auch durch p theilbar ist: folglich ist gq 
eubischer Rest zu p. Folgendes ist also das Resultat der Untersuchung: 
Lehrsatz 3. 

„Alle Primzahlen q, welche zu p cubische Reste sind (in der reel- 
„len Theorie ). und nur diese, können Theiler der Form b sein; die 
.nichteubischen Beste sınd die Nichttheiler.’ 

Wenn also irgend eine zusammengesetzte Zahl M, welche relative Prim- 
zahl zu 3p ist, Theiler der Form # ist, so müssen nothwendig ihre sämmtlichen 
Primfactoren cubische Reste zu p sein. Es ist leicht. mit Hülfe der bis jetz! 
benutzten Prineipien zu beweisen. dafs diese Bedingung auch hinreichend ist. 
und dafs die Formel 

a da A 
in der That alle Theiler der Form & darstellt (die zu 3p relative Primzah- 


len sind). wenn 9, 9, 9, . alle möglichen Primzahlen vorstellen, welche 











cubische Reste zu p sind; was jedoch der Kürze halber dem Leser über- 
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lassen bleibt. 


ebenso wie bei den quadratischen Formen z’+py’, auch alle Primtheiler der 
Form & in einer bestimmten Anzahl, nämlich 4(p— I). dinearer Formen 
enthalten sind. 
Tabelle für die Primtheiler der Formen & construirt. 


Das eben ausgesprochene Resultat enthält die wichtige Wahrheit, dafs. 


Nach Anleitung unseres Satzes haben wir nachstehende kleine 

















Primtheiler der Form dritten Grades «+ pp, y’+pp,2’—Spuyz—= U, 
woy=v+wo, z=v+wo? ist und u, v, w reelle ganze Zahlen sind 
p we Tu | Fu | Formen der Primtheiler von ®., 
/ 2- 0 24 30°) /n+l. 
13 I—1-+30|—1+-3o'l3nHtl, +2. 
ı19| 5430| 5430)19n+1, +7, +8. 
31 | > - 60 I- 60°\3in+ i. +2. +4, +8 23. 
7 |—4-430|-4480237n+1, +6, +8, +10, +11, +14. 
43 —1+60|— 1--beii43nti. +2. +4 +8. + ll. +16. +21. 
61 +90!) 5+9e6in+tI. +3, +8. +9. +11. +70, +23, +24. 
| + 21. 338, 
07 2+9e| 2+90|67r +1, +3, +5, +8, +9, +14, +15, +22, 
| | | +4, +, +77 
73) 8490| 849 )73n+1, +3, +7, +8, +9, +10, +17, +21. 
| | | +22, +34, +77, +30. 
79 1—-7+30|1— 7430 79#+1, #8, #10, +12, +14, #15, +17, +18, 
| | I SEE HN, EU +38, 
a! 30 I14+30!97n+1, +8, +12, +18, +19, +%0, +22, +77 
| | +28, +30, +33, +34, +42, +45. +46, +47 


S. A. 
( 


Theorie der Gleichung ®P= 1. 


Da die Theorie der unbestimmten Gleichung P— I für das Folgende 


von grolser Wichtigkeit ist. und da sich dieselbe unmittelbar an das im $. 2 


Gesagte anschliefst, so wollen wir in diesem Paragraphen zuerst zeigen, dafs 


diese Gleichung immer ganze Lösungen a, v, w hat, für welche die drei lineären 


Factoren von «> irrational sind, und sodann das gemeinsame Band aufsuchen, 





welches alle ihre unendlich vielen Lösungen verknüpft. 
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I. Zunächst werde bemerkt. dafs. wenn man der Kürze halber 


U ! —- W 0, I | f v--W 0 ö I = W u, v, w) R 
u (we we)en Te rw) I = yv(wv,w), 
u v m 0 0° A (® rwo ) 0 J = y” u,v, w) 


setzt, zwei Ausdrücke wie y(u, v, w), (a, v’, w‘). in denen die Variabeln 
als ganze oder auch nur als rationale Zahlen vorausgesetzt werden, nur dann 
einander gleich sein können, wenn v—=u, v—=v‘, ww’ ist. Um dies 
zu beweisen. haben wir zu zeigen, dafs aus der Annahme w{uw, v, w) = 0 
nolhwendie u —r—=w-=0 folgt. Wäre dies letztere nicht der Fall. so wür- 
den die beiden algebraischen Gleichungen nach 7 


v +00? 
UT WI WO)N- _—=0 ud T’—-ppn =$, 


ı\ l 


Pi 
mit rationalen complexen Coöfleienten, eine gemeinschaftliche Wurzel 7; = (pp\) 
haben. Daraus würde vermittelst der Operation des gröfsten gemeinschaftlichen 
Theilers weiter folzen, dafs pp.) einer rationalen complexen Zalıl gleich sein 
müfste: also müfste pp, ein ralionaler Cubus, folglich als ganze Zahl ein ganzer 
(complexer) Cubus sein; was ungereimt ist, da in 99, =pıPp; nicht die Ex- 


ponenten der complexen Primfactoren durch 3 theilbar sind. Aus der Annahme 


v(u,v,w) — (u, v',w‘) folgt aber wv(uw—u, v—v/, w— w')—=0, folglich 
u— u —0, v—v’—=0, w—w'=0; was zu beweisen war. Natürlich gilt 


derselbe Satz auch in Beziehung auf die beiden andern lineären Ausdrücke 
w' und ww’. Übrieens lassen sich w‘ und ww’ immer auf die Form w bringen: 
denn es ist, wie man sieht. 

v(u,%,w) —= vu, —w,vo—ıw). 

v(u,v,w) = vüu,w—v, —dv). 
Da diese letztere Umformung so einfach ist, so wird sie später immer still- 
schweigend vorausgeselzt werden. Wenn also der Werth von w gegeben ist, so 
sind dadurch die rationalen Zahlen w, v, ww vollkommen bestimmt, und durch 
y sind auch ı, ı‘‘ vollkommen mitgegeben; vorausgesetzt, dafs einem solchen 
Werthe von w in der That rationale Werthe von , v, w entsprechen: denn 
dafs man dem Ausdrucke w unendlich viele Werthe ertheilen kann, für welche 
u,0, ww auf keine Weise rational bestimmt werden können, leidet keinen Zweifel. 
Es folgt auch hieraus, dafs y nur dann einen rationalen Werth erhalten kann, 
wenn ® und :» verschwinden: und dieser rationale Werth ist dann immer = u. 
In Beziehung auf die Gleichung P=1 ist folglich u= 1, v = 0, w==0 die 
einzige Lösung. für welche ı einen rationalen Werth erhält; für alle übrigen 
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Lösungen, so viele es deren auch geben mag, sind y, ’, w’ alle drei irra- 
lional. und ©, «= können nicht beide zugleich verschwinden. Es ist gut, hier 
sogleich zu bemerken, dafs für reelle Werthe w,v, w die drei lineären Fac- 
toren vw, ıp’/, w'’ von $& immer reelle Werthe annehmen, und dafs, wenn die 
Gleichung P— 1 erfüllt wird, nur entweder alle drei positiv, oder einer po- 
sitiv. die beiden andern negativ sein können. 

1 


vo . » ‘ 2 » * . = r ‘ r! 
II. Wir haben in $. 2. gesehen, dafs sich die ganze Function 27 — 
I 


auf die Form | 
Ad) Vater... tet) 


= U’--pp,(V - Woy- +» (V + Wo’) — 3p UL V--Wo)V--Wo’ 
w(U, V, W) iv U, V, W)W‘U, v, W) 
bringen läfst. wo U, V, W ganze Functionen von x mit ganzen reellen Coöf- 
fieienten sind. Substituirt man in der Gleichung (1.) z=—=1,. so erhält man 
links 27p; die Polynome U, V, W schen in reelle ganze Zahlen über. die 
wir resp. durch U,, V,, W, bezeichnen, und man erhält 
2) 7p— www: 
wo der Kürze wegen w, u. s. w. statt v(U,,V,. W;) u. s. w. gesetzt ist. Der 
Ausdruck , ist nothwendig errational: denn wäre w, rational, so hätte man 
nach dem in der vorigen Nummer Bewiesenen v,==U, und auch ww —U,. 
folglich 27p == U}; was ungereimt ist, da » eine Primzahl, folglich 27p kei- 
nem Cubus gleich sein kann. Die ganze Zahl U, ist nothwendig durch p 
theilbar, wie man aus der Gleichung 
Yp = U’ -+pp F-+-pp Z—IpÜ,Y,Z, 
ersieht, wo Y, = IV, +-W,o, Z,=V,--W,o°” gesetzt ist. Dividirt man 


3 
daher jeden der drei Factoren w,. ı,, w, durch yp, so erhält man die Zahl 
27 durch eine eubische Form dargestellt, welche sich in das Product aus drei 
lineären Factoren zerfällen läfst, von denen der erste folgender ist: 


Ko cc ii 
Typ + Yıypı + Zum; 


wo U,=pT,; während die andern beiden hieraus hervorgehen, wenn man 
3 3 
statt der beiden Cubikwurzeln ypı, yp» ihre übrigen Werthe setzt, immer mi! 


der Beschränkung, dafs das Product beider reell sein mufs. Erhebt man den 
eben seit Ausdruck zum Cubus, so erhält man einen Ausdruck von 
der Form 


I3y(u,v,u 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIH. Heft 4. 39 
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In 


WO 
U 3 pP T; rPı Y, pP? 2: bp T, r, Zi, )» 
©--100 Y yrT’Y, + TZ4+Y72, 
v - wo z »T’Z4,-» T, Y-+YZ 


oeselzt ist: erhebt man auf dieselbe Weise die beiden andern linearen Factoren 


u,v,w), 3w(u,v,w). Dals % eine ganze 
Zahl ist, ergiebt sich daraus, das »# T}--p YY-+-p. Z—-3T, Y, Z = ?"7. 
folglich u = 1(77 HT, Y,Z,) ist. Ich behaupte jetzt, dafs a, v und w 


d 


\ | ') 
zum Cubus. so erhält man 53 w 


durch 3 theilbar sind. Um dies zuerst für ® und ww» zu beweisen. oder. was 


dasselbe ist, für y und 2, bemerke man zunächst, dafs aus den Congruenzen 


Pr T;-pY+-pZ=0 (mod. 3), p l. pP: »,=—1l, T’=T.. 
v=Z, Yı- W;, (mod. 3) die folgende sich ergiebt: T,—?2V,—2W, 
0 (mod. 3), oder T,+-V,+-W,==0 (mod.3), oder, wie hieraus sogleich 


jolet. wegen Y, —- Z, ıY, —-W,.T,=Y,,- Z, (mod.3); von der andern 
Seite erhält man aus den obigen Ausdrückeu für y und 2 
Y TY—- T2 +72. 2 72, —T, 717,2? (mod. 3). 
Substituirt man nun in diesen Ausdrücken für T,, T,=Y,+Z, (mod. 3). 
0 erhält man die foleenden : 
Y’13Y77’2 —2), 27317, 2° —YF?. 

Da nun Ye Z, (mod. 5) ist, so sieht man, dafs in der That y und 2, also 
auch ® und »e, durch 3 theilbar sind. Um dasselbe für «@ nachzuweisen, be- 


merke man. dafs 


Tu 7 — pp y’ —ppz’--3upyz 
ist; alle Glieder auf der rechten Seite sind hier durch 27 theilbar, folglich ist 
auch w° durch 27, mithin « durch 3 theilbar. Es sind also 4, 4v, Lo ganze 
Zahlen und vseben eine Lösung der Gleichung > ==?277. Um nicht zu viel 
neue Buchstaben einzuführen, seien diese drei ganzen Zahlen wiederum blofs 
durch v, v, w bezeichnet. 

Wir wollen jetzt zeigen. wie man durch Cubirung aus dieser Lösung 
eine neue Lösung der Gleichung $ == 77 ableiten kann. Erhebt man den 
Ausdruck w(w, v, w) zum Cubus,. so erhält man wiederum einen Ausdruck 
von der Form w, für welchen way w’‘ — 27° ist; ich behaupte, dafs die neuen 
Variabeln alle drei durch 9 theilbar sind. so dafs man durch 9.9.9 — 77’ 
dividiren kann und in der That eine neue Lösung der Gleichung & = 27 er- 
hält. Nachdem diese Behauptung bewiesen ist, erhellet, dafs man auf diese 


Weise fortfahren und immer aufs Neue aus jeder bereits gefundenen Lösung 
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durch Cubirung eine neue, also unendlich viele Lösungen der Gleichung $ 


ableiten kann. Die Werthe der neuen Variabeln sind in den Formeln 


u = W"-ppY’ +ppz--6bpuyz —= 277-Ipuyz, 
m vo s(wWy-+-puzs’-Ipy’z). 
z ve --w' 0’ — 3uz--puy’--pyz’ 


enthalten. In Bezug aul «° ist also nichts zu beweisen. und von y’ und $ 


sieht man weniestens, dafs sie den Factor 3 enthalten. Es bleibt noch zu zeieen. 


das Ay’ =42° = () (mod. 3) Ist. Hiervon überzeugt man sich aber so- 
gleich, wenn man die Congruenzen P == |. pP, == pP: —- I (mod. 3). W = u, 
vge’z=v-+w (mod.5) und die aus ihrer Verbindune mit der Gleichune 
$b-=N7 Tolgende Congruenz @ = y--z (mod.3) zu Hülfe nimmt und dieselben 


in den Formeln für 4y’ und 42° substituirt; die obige Behauptung ist also 

aulser Zweifel gestellt. Die zuletzt angedeutete Rechnung ist übrigens der schon 

oben ausgeführten ganz ähnlich. und eine Wiederholung daher überflüssie. 
Alle Lösungen der Gleichung P==‘77, welche man auf diese Weise 


dureh forteeseizte Cubirune eine aus der andern ableiten kann. sind in der 


s/U, - KL 33° 
(3.) uU-+yn--29 (= A and 


Formel 
3 y p 
enthalten. wo U,. Y,. Z, dieselbe Bedeutung haben wie oben: nämlich die 
Werihe der Polynome U, Y, Z aus $. 2. für x I. während n, der Ex- 
ponent vom Exponenten >. alle ganzen posiliven Werthe durchläuft. * Diese 
Formel liefert. wie aus dem Bewiesenen erhellet, immer ganze Werthe für z, 
yv-wo. 3—v--wog', also auch für v und ww. Natürlich mufs man bei 
der Anwendung dieser Formel, wie immer bei Formeln solcher Gattung mit 
irrationalen Ausdrücken. je zwei entsprechende Glieder mit einander verglei- 
chen, so dafs die Formel implieite dre Gleichungen darstellt; auch mufs man 
sich hierbei der Gleichungen 7" = pp. W==pp. 7F=p, 7" =p$, 9 pa 
erinnern. welche bewirken, dafs jede Entwicklung dieser Art sich immer auf 
drei und nicht mehr wesentlich verschiedene Glieder redueirt. 

Es bleibt noch zu zeigen, dafs alle in der Formel (3.) enthaltenen Lö- 
:27 von einander verschieden sind. Zu dem 
U,+Y,ın+Z% 

3 


suneen der Gleichung # : 


Ende ist nur zu beweisen. dafs der Ausdruck .„ welcher immer 
3yP 


reell ist. einen von der Einheit verschiedenen Werth hat: denn verschiedene 


Potenzen eines reellen und von der Einheit verschiedenen Ausdrucks sind 
39 * 
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immer verschieden. Es seien der Kürze wegen U,--Y,7+-Z,9—4A, undB, C 
seien die correspondirenden *) Ausdrücke von A. Wäre nun, gegen die 
Voraussetzung, A-=3 ’p, so wäre auch 4°—=27p; von der andern Seite ist 
ABC ebenfalls = 277 p (2.), also A?—= BC, folglich auch B’—= AC, C’— AB; 
welches die correspondirenden Relationen sind. Hieraus folgt 
euer re, en de ol 

mithin 2’ B°’. Da aber A und B reell sind, so giebt dies A=B, folg- 
lich. wegen 4’== BC, auch A=—=ÜCÜ. Addirt man die drei Gleichungen A=— 4, 
A-=B, A--Ü, so erhält man 34A—=3TU,, A—TU,, folglich wäre A ratio- 
nal; gegen das oben Bewiesene. Die Formel (3.) giebt also in der That lauter 
verschiedene Lösuneen. 

Il. Es wurde in der vorigen Nummer gezeigt, dafs die Gleichung 
Pb ==%27 immer unendlich viele Lösungen hat. Sehen wir jetzt, wie sich Lö- 
sungen der Gleichungen $ == [| aus jenen ableiten lassen. Wir nennen der 
kürze halber zwei complexe Ausdrücke, wie u+-yn-42%, uw -+-y'n+2’'%, 


I 


nach dem Modul « congruent, wenn zu gleicher Zeit die drei Congruenzen 


uzeu, vzey’, 222%’ (mod. «) erfüllt sind; im entgegengesetzten Falle hei- 


[sen sie incongruent. Da es. wenn der Modul — 27 gesetzt wird, nur 77° 


nach demselben incongruente complexe Ausdrücke geben kann, so werden 
sich unter je 27°-- 1 solchen Ausdrücken wenigstens zwei congruente befin- 


den, Entlehnt man also der Formel (3.), welche unendlich viele verschie- 


dene Lösungen der Gleichung $ — 27 giebt, nur 27°--1 solche Lösungen, 


so folgt, dafs sich unter denselben gewifs zwei congruente P== Q@ (mod. ?7 ) 
befinden werden. Es seien P/, P’ die zu P und 0', Q' die zu Q cor- 
respondirenden Ausdrücke; dann wird man, wenn man die eben geschriebene 
Congruenz auf beiden Seiten mit @’@‘ multiplicirt, 

P0'0' = 00'0' (mod. 77) 
haben. Aber 000" —?7, folelich PQ’'0' = 0 (mod. 27); also sind in 
dem Ausdrucke PQ’O” die drei Variabeln durch 27 theilbar; man erhält 


*) Die correspondirenden Ausdrücke eines Ausdrucks von der Form u-yn+z% 
mögen ein für allemal die Ausdrücke «-+yon+z0?#, u+yo?n+zod genannt werden, 
welche aus jenen entstehen, wenn man statt der Cubikwurzeln 7, 9% die andern einführt, 
deren Produet ebenfalls reell und = p ist. Es ist zu bemerken, dafs, wenn A, B, 6, 
ebenso wie 4, b’, C', correspondirende Ausdrücke sind und A=4' ist, daraus noth- 
wendig B=b’, C=(' folgt; wie unmittelbar aus (1.) folgt, vorausgesetzt, dals die Va- 
riabeln rational sind, wie dies auch in gegenwärtigen Untersuchungen nie anders der 
Fall ist. Diese beiden abgeleiteten Relationen heifsen die correspondirenden Relationen, 
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mithin, wenn man durch 27 dividirt, in dem Ausdrucke 
PO'0'" Ä pP 
( - = U--Y n- I = 
27 . 0 
eine Lösung der Gleichung ?==1. In der That ist # eine reelle ganze Zahl. 


y, & sind conjugirte complexe ganze Zahlen, und von der andern Seite sind die 


. . PO'O" f . / sl Wil Oo’ 
correspondirenden Ausdrücke von —;.— die folgenden: ai 9 1 nr A 
es 7 > 
PP'P''. 000". 000" 


das Product aller drei ist 578 — |; wie zu beweisen war. 


Aber diese Lösung ist auch nothwendig irrational; denn wäre es anders. so müfste 


PO'O" ‚ ‚ 
_ 1,» 0, und die beiden Lösungen 


- 


= 
97 :{ haben, d.h. z 


. 


man 
P und Q@ wären nicht verschieden, wie doch angenommen wurde. 

IV. Nachdem man sich auf diese Weise überzeugt hat, dafs die 
Gleichung ?== 1 immer in ganzen reellen Zahlen w, ®, :» lösbar ist, für 
welche die drei lineären Factoren von & irralionale Werthe annehmen, komm! 
man zu der weit schwierigeren Untersuchung, welche die wirkliche Angabe 
aller Lösungen und die passende Anordnung unter denselben betrifft. Die 
Pellsche Gleichung bietet bis jetzt das einzige Beispiel einer solchen Anord- 
nung von unendlich vielen Lösungen dar; aber unsere Gleichung, wiewohl in 
mehreren Puncten jener sehr ähnlich, zeigt in dieser Hinsicht so wenig Ana- 
logie, dafs es mir, trotz der, wie man sehen wird, grofsen Einfachheit und 
Eleganz des Resultals, erst nach vielen mühsamen Versuchen gelungen ist, das 
Gesetz zu entdecken. 

Wenn v, v, w irgend eine Lösung der Gleichung P = 1 ist, für 
welche der erste Linearfactor A—= u--(v--wo)n--(v--wo’)$ einen irralio- 
nalen Werth hat, und B, CE die dem A correspondirenden Factoren sind, so 
behaupte ich, dafs nie irgend eine ganze Potenz von A irgend einer ganzen 
Potenz von B gleich sein kann, d. h., dafs die Gleichung A” — B” nie durch 
irgend welche positive oder negalive ganze Werthe von m undn (m=—n 0 
ausgeschlossen) erfüllt werden kann. Denn existirte wirklich, gegen die Be- 
hauptung, eine Gleichung von dieser Form, so sind nur zwei Fäile denkbar. 
Entweder man hat m—n, also 4” — BD”, folglich auch die correspondiren- 
den Relationen 3” — (", CE" — 4", d.h. A"=B”=—Ü"; da man aber 
auch A” B”" C” — I hat, so würde hieraus A"—= 1, A= 1 folgen, und A gegen 


die Voraussetzung irralional. Oder 2 und n sind verschieden; aus A"=B' 
folgen die correspondirenden Relationen 3” —=(", C” — 4"; erhebt man die 
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srsie dieser drei Gleichungen zur Potenz m’, und benutzt die zweite und 
dritie. so erhält man 
A B"’t — ("= 4", as Ar — A”: 

wos offenbar unmöglich ist. da A reell und von der Einheit verschieden ist. 
‚Iso zwei verschiedene Potenzen von A, nämlich die z’te und n’te nicht 
einander eleich sein können. Da beide Fälle nicht stattfinden können, so ist 
die Behauptung erwiesen. — Es wird in der Folge häufig die Rede von 
Jem natürlichen Loearithmen des absoluten Werthes eines reellen Ausdrucks 
sein; wir wollen uns zu diesem Behufe des Zeichens Log bedienen, so dafs 


für irgend einen reellen Werth %, Logk == logk ist, wenn A positiv, dagegen 


Look = loo 7). wenn Ä neealiv ist. oder. wenn man will. in allen Fällen 
Look ı look log‘ --yA’). Wir haben schon in (1.) gesehen, dafs jede 
Lösune a, v, ww der Gleichung & I durch den Werth von A vollkommen 


hestimmt ist: sie ist es aber auch durch den Werth von Loge A; denn durch 
Los A ist A in so weit bestimmt. dafs man nur über das Vorzeichen zweifel- 
haft sein könnte: jedoch von den beiden Linearfactoren + A kann nur einer 
die Gleiehune erfüllen. während der andere. für welchen die Variabeln %, v, ww 
in u, v, :» übergehen, die Gleichung ? = — I befriedigt, also ist 


uch das Vorzeichen von A vollkommen bestimmt. 


Für alle Lösungen unserer Gleichung, mit Ausnahme der einzieen w — 1. 
0 a LooeA . ne i ” 
? — m —=(, ist der Werth von [..,jg Numer nothwendig irralional; denn wäre 
„vu 3 
oo A 7 . i 
oz . wo ım und rn ganze Zahlen sind, so wäre am Log 4d—=nLog B, also 
web m S 


indem man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, (+ 4)” = (+ B)" und 
y B’”; oegen das oben Bewiesene. dafs keine Potenz von A einer Po- 
tenz von D oleich sein kann. Es folet hieraus unmittelbar. nach einem be- 
kannten und wichtieen Satze. auf welchen auch Jacob: seine Untersuchungen 
über mehrfache Periodieität gegründet hat. dafs es immer unendlich viele ganze 


Zahlen m und n eiebt. für welche der absolute Werth des Ausdrucks 


Loe A 
m Lose A wi. Log B: Log A (m n) 


Los Bb 
unter einer beliebige gegebenen, noch so kleinen positiven Grenze & liegt. Wir 
können jetzt den Satz beweisen: 
Dafs es iinmer unendlich viele Lösungen unserer Gleichung giebt, für 
welche der absolute Werth des ersten Linearfactors von b der Ein- 
heit so nahe kommt, als man will. 
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In der That: wenn für irgend eine bereits bekannte (irralionale) Lösung 
unserer Gleichung, A der Werth des ersten Linearfoctors ist, D und C die 
beiden andern Linearfactoren sind. und man setzt 4’—A"B’, so »iebl # 
für alle ganzen Werthe von »n und rn Lösungen unserer Gleichung. Für po- 
sitive Werlhe von m und nr ist dies von selbst klar, und für negative Werthe 


4 ut 

der Exponenten darf man nur > 7g "esp- durch BU, AÜ ersetzen. Nun is! 
L >» 

Log A'—= mLog A--nLogB, also kann man über m und rn auf unendlich 

viele Arten so disponiren, dafs der absolute Werth von LogeA' & wird. 


und folglich kann man für unendlich viele Lösungen den absoluten Werth von 
Loe A’ der Null, mithin den absoluten Werth von A’ der Einheit so nahe 


rücken. als man will. 





Hingegen giebt es nur eine endliche Anzahl von Lösungen, oder 
vielleicht gar keine, für welche zugleich die beiden Bedingungen + Log A-—_ :. 
+LogB <<. erfüllt werden, wo e und © irgend zwei gegebene positive 
Uonstanten sind. 

Die Richtigkeit hiervon kann zwar leicht analytisch nachgewiesen wer- 
den. indem man Grenzen für die Variabeln «, ev, w selbst angiebt. welche den 
semachten Bedingungen entsprechen: aber am deutlichsten wird der Gegenstand 
wenn man eine geometrische Anschauung zu Hülle nimmt. In der That: wenn 
man alle Puncte des Raumes durch rechtwinklige Coordinaten u, v, wm aus- 
drückt, und A, DB, so wie <> als Functionen derselben betrachtet, so sieht man 
durch die einfachsten Sätze der analvtischen Geometrie ein, dafs alle Puncte 
des Raumes, für welche die beiden oben aufgestellten Ungleichheitsbedinsun- 
sen und die dritte D<P=. I erfüllt sind, einen vollkommen begrenzten und 
von allen Seiten eingeschlossenen Körper ausmachen. Theilt man den unend- 
lichen Raum durch gleich weit entfernte Ebenen parallel mit den Axen in 
lauter gleiche Würfel mit den Dimensionen —= 1, so entsprechen den Eck- 
puncten dieser Würfel die ganzen Werthe von w, v, w; aber offenbar kön- 
nen innerhalb des endlichen Körpers und auf dem ihn begrenzenden Theil der 
Oberfläche = I nur eine endlche Anzahl von Würfeleckpuncten liegen: 
folglich ist unsere Behauptung aufser Zweifel gestellt. 

Folglich giebt es auch nur eine endliche Anzahl von Lösungen, 
für welche 

(4)  AtLog A—ologB) <e ıst *), 


*) Unter der Norm eines complexen Ausdrucks u-+vi, N(a+vi), verstehen wu 
immer den Ausdruck (u-H-vi)'a— vi)= u: -+v?, wenn « und v reell sind. 
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Denn die Bedingung (4.) ist gleichbedeutend mit dieser: (2Log A-+-Log B)? 
3(Loe B’< 4e, oder auch mit dieser: (2Log B--Log A)’--3(Log A)’ <4e, 
welche die beiden folgenden nach sich ziehen: (LogB)’ << 4e, (Log A)’ < #e:; 
so dafs wir auf den vorigen Satz zurückkommen. 
l,äfst man demnach die positive Constante & stetig abnehmen, so wird 
man einmal zu einem so kleinen Werthe von & gelangen, dafs es durchaus 
keine irrationale Lösung der Gleichung ? = 1 giebt, für welche die Bedin- 
vune (4.) erfüllt ist. Steigt man von einem solchen Werthe von & wiederum 
stelig aufwärts, so mufs man einmal zu einer Lösung gelangen, für welche 
venau N (Loge A— oLogB) = e ist, ohne dafs diesem vollkommen bestimmten 
Wertihe von &,. den wir durch o bezeichnen, irgend eine andere der Bedin- 
oung (4.) genügende Lösung entspricht. Es kann mehrere Lösungen geben. 


für welche 


65.) N(Log4—oLogB) = o 
ist. aber wenigstens wird man auf diesem Wege überzeugt, dafs es aufser der 
Lösung % l, © ww —=0, welche wir immer von der Betrachtung aus- 
schliefsen. keine andere giebt, für welche 

N (Log A—oLogB) < 0 wäre. 

Alle Lösungen, welche dem Minimum von N(LogA—oLogB) ent- 
sprechen. d. h. welche der Gleichung (5.) genügen, heifsen Fundamental- 
Auflösungen der Gleichung P== 1. 

\. Wenn A, B, C die drei Linearfactoren von # sind, welche einer 
beliebigen. aber bestimmten Fundamental- Auflösung entsprechen, so be- 
haupte ich, dafs alle möglichen Lösungen unserer Gleichung in der Formel 

(6.) u+-(v--we)n-+(v -wo')$ — Euer 
enthalten sind; wo rn, n alle möglichen positiven und negativen ganzen Zahlen 
und die Null zu Werthen erhalten müssen. 

Erstlich sind in der That alle Werthe von a, v, w, welche die Formel (6.) 
ergiebt. Lösungen der Gleichung ? == 1; denn einerseils giebt die Formel nur 
canze Werthe für die Variabeln, und andrerseits sind die dem A‘ correspon- 


direnden Linearfactoren 
B' —- DC, U Ü”4, 
folglich ist das Product aller drei 
ABC = (ABC —= 1. 
Zweitens entsprechen verschiedenen Werthen der Exponenten verschie- 
dene Lösungen: denn aus der Annahme 4” B" —= A"'B" foltt 7" — MP 


3 
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was nach dem schon in (IV.) Bewiesenen 

n—=0. also m=m‘, n 
nenten übereinstimmen. 


nicht sein kann, aufser wenn 
n—m —=(, n 


-n’ ist, d. h. wenn die Expo- 
Für alle Lösunsen der Formel (6.) hat man 


Wi; Am n / mg'n __ br” A—' mn 
21, BD U=- gm A —, 
tolelich 


(7.) Log 4'—=mLog A- nLogB, LogsB' nLoe A m—n)LosB. 
Aus der Verbindune dieser beiden Gleichungen erhält man die merkwürdiee 
Formel 


(S.) Log A'— oLos DB‘ (m--no)(Loge A—oLoeB:: 
alleWerthe von Log A’ — oLog B’ werden also aus dem einzigen Log A—oLosB, 
welcher der Fundamental- Auflösung, also dem Minimum entspricht, durch 
Multiplication mit allen möglichen complexen ganzen Zahlen m--no ge- 
funden. Der Kürze wegen soll für jede Lösung der Ausdruck Log A’— oLos B’ 
der Begulator genannt werden. 


Die Gleichung (8.) ist eine nothwendige Folge der Gleichung (6.): 
aber umgekehrt ist auch (6.) eine nothwendige Folge von (8.); denn da Log 4’ 
und Log B’ reell sind, so zerlegt sich die Gleichung (S.) in zwwe2 Gleichungen. 
welche genau die Gleichungen (7.) sind. von denen wiederum die erste nur 
eine andere Form der Gleichung (6.) darstell. Wenn man also, was jetzt 
noch übrig bleibt, zeigen will, dafs es keine andern Lösungen der Gleichung 
P==1 eiebt, als die in (6.) enthaltenen, so läfst sich dieses Problem sogleich 
auf ein anderes redueiren,. welches zu beweisen verlangt, dafs der Regulatoı 


jeder Lösung in der Form (m --no)(Log4A—oLogP) enthalten sei 
Es seien a, d, c die Linearfactoren, welche irgend einer Lösung ent- 
sprechen, die man auf irgend eine Weise gelunden hat. 


a‘ aA"B', b'— bB"rC", 


Setzt man 
c cr, 
so sind a’, b’, e’ die correspondirenden Linearfactoren für ebenso viele neu« 


Lösungen. als man den Exponenten m, n ganze Werthe giebt. 


d _ 


Da aus 
a' — aA" B', b' — bBrÜ" — BL A"D"", 
Loga’ — Loga -- mLog A- nLogB und 


Logeb’ — Loeb — n Log A-- (m—n)LogB 


folet: so erhält man den Regulator aller dieser neuen Lösungen wie folgt aus- 
sedrückt : 


Loga‘ — oLogb’ = 


- Loga— oLogb + (m --ne)(Log A—eLogB), 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXVIII, Heft 4. 40 








314 97, Eisenstein. Formen dritten Grades mit 5 Variabeln. 


welches 


q Lou a’ — oLogb’ Log a — oLogb “ :oht 
Is. _ ’ IM -+ » PlIenDt, 
Log A oLoeB Loge A—oLosb Ä v5 


m ' Log «a — oLog b 
Nun sind zwei Fälle denkbar: entweder ist der Quotient — - Sams Bi 
” Log A—oLogbB 


welchen wir +9 setzen, einer complexen ganzen Zahl gleich: oder dies 
ist nicht der Fall. Der erste Fall entspricht unserer Behauptung. Im zweiten Falle 
kann man immer die ganzen Zahlen »r und n so bestimmen, dafs die absoluten 
Werthe der beiden reellen Zahlen &--»n und %-+-n unter der Grenze # liegen: 

h. dals die absoluten Werthe des reellen Theils sowohl, als des Coeflieienten 
on o in dem Ausdrucke (9.), unter der Grenze 4 liegen, ohne dafs beide Theile 


Null sein können, weil eben nicht « und 5 zugleich ganze Zahlen sein sollen 


"ür solche Werthe von » und » wird die Norm des Ausdrucks (9.) — :- 
ıber 0. In diesem zweiten Falle würde es also eine Lösung geben, für 


welche die Norm des Reeulators 

O und zueleich > N (Log A—eoLogB) wäre. 
Dies ist aber offenbar unmöglich und widerspricht der Definition der Funda- 
mental- Auflösung, nach welcher sie gerade diejenige sein sollte, für welche 
die Norm des Regulators ein Minimum ist. Da der zweite Fall nicht Stat! 
iinden kann, so ist die Behauptung bewiesen. 

\ls eine Anwendune des eben sefundenen Resultats. wollen wir alle 
Fundamental- Auflösungen aufsuchen. Fundamental- Auflösungen sind alle die- 
jenigen, für welche die Norm des Regulators o ist. Da alle Regula- 
oren ın der Formel {rn no Loge A— o Log RB enthalten sind. so ısl 
Vin +-no)N Log A—oLoerB)— 0 zu setzen; aber N(LogA— oLogB) ist 


selbst o, also ist Nm no | zu setzen; für m-+no sind also alle 
complexe Einheiten zu nehmen; welches die folgenden sechs Systeme von Wer- 
then für a» und n giebt: 1.0; 0,15 —l, —1; —1,0; 0, —1; 1,1. Es 


siebt also genau sechs Fundamental- Auflösungen; es sind diejenigen, welchen 
die folgenden Werthe des ersten Linearfactors von P entsprechen: 

A, RB, 2r., 

A", B’, AB, 


oder, was dasselbe ist, die folgenden: 


4, B, Lt, 
A’ B’ 6° 


Das Resultat der ganzen Untersuchung läfst sich wie folgt aussprechen : 





















> 
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Lehrsatz 4. 

„Die Gleichung b== \ hat immer sechs Fundamental- Auflösun- 
gen, von denen je drei durch blofse eyclische Permutation der cor- 
„respondirenden Linearfactoren A, B, Ü entstehen, und für welche 
‚die Norm des Regulators N Log A— oLogB) zu einem Minimum 
„es >> 0 gemacht wird. Sind für eine dieser Fundamental- Auf- 
„lösungen A und B zwei correspondirende Linearfactoren, so giebt 
„die Formel A" B", oder die Formel (m-\n o)(Loe A—oLogB). alle 

„Lösungen der Gleichung P== 1." 

Es wäre noch übrig, einen einfachen Algorithmus anzuseben. durch 
welchen man für jeden Werth von p eine Fundamental - Auflösung der Glei- 
chung & = 1 mit Leichtigkeit bestimmen könnte. Indessen. da diese Frage 
für die Theorie von weniger Interesse ist, und da die Methode, welche wir 
oefunden haben, noch viel für die Praxis zu wünschen übrig läfst, so bleibt 
die Lösung dieser Aufgabe für eine spätere Gelegenheit vorbehalten. und wir 
begnügen uns, hier die Möglichkeit und die Existenz der Fundamental - Auf- 
lösungen nachgewiesen zu haben (Vergl. $. 9. am Schlusse). 


Von den assocıirten Formen. 


6 5. 

I. Die wichtigsten Eigenschaften der Form & können nicht vollständige 
erkannt und strenge bewiesen werden, ohne dafs man ein sanzes Gebiet von 
neuen Formen hinzunimmt und diese in Gemeinschaft mit der Form # be- 
trachtet. Wenn man auf die Form $&, deren drei lineare Factoren wir durel 
A, B, Ü bezeichnen, eine Substitution von der Form 


| u au+-av-+a'’w, or vr 
(1.) v — Pu-+P’v--P’'m, 1P,P%, P" 
I = yu+-yv-+y'w, n , „| 
anwendet, deren Coöfficienten reelle ganze Zahlen sind und deren Determinante 
(2.) By — ap" y - ap" y—a'Py“ ra''py'— a‘ 9 ME / 


ist, so geht die Form $ in eine neue cubische Form mit den drei Variabeln 
t. vd. m und mit ganzen Coöflicienten über, welche, mit Ausschlufs derer von 
uw’. v’, w’, alle durch 3 theilbar sind. Der Linearfactor A geht durch diese 
Substitution in 

3) 1er Pre e AHrEOTRHFE)N 


N {a4 8" yo) n-- (PB - yo) 9\ ne — A 
40 * 
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über. während die beiden andern Linearfactoren B, © sich in die dem A cor- 
respondirenden Ausdrücke verwandeln, welche wir durch 89, 8 bezeichnen 
Selzt man der Kürze weoen 

(Ü 


(/ 


POR, welches eine reelle ganze Zahl ist, a, und multiplieirt A mit OR, 
” mit PR, © mit PO, so nehmen die drei Producte ORA. PR. POS 
die Formen 


ORA — au -- {b--(c-+de) 7 +(e-de) 3 v0 (ce -+do)n He+de)Itw. 


(4.){PRB = au -- {b--(c--do)on+(c-+-do' rwb/--(e --d’o\on-+-(c do)o’9w. 


Ipos au --Ib--(e--do\o’7—-(c--do’)o90--1b’ —(e’-+-d’o)o’n+(e/-+do)oNw 


an. so dafs die neue Form F\, in welche & übergeht, so geschrieben werden kann: 
(5.) n (au 1d-4-(e+do)n--(c-+-de?) 0-15’ (e'--d’e)n --(c’-+d'o?) w) 
(etc.) (etc.). 

nämlich als das Product der drei Ausdrücke zur Rechten in (4.). dividirt 
durch @. Die Buchstaben 

4m we Per vo Pe Pr BEE | 
bezeichnen reelle sanze Zahlen. Sehen wir, welche Eigenschaften diese van- 
zen Zahlen (5'.) besitzen. Zuerst zeigt sich, dafs wenn man das Product 
der drei Faetoren in den Klammern (5.) entwickelt und nach Potenzen und 
Produeten der Variabeln u. v. w ordnet, jeder Coöfficient durch «° theilbar 
sein wird: denn wenn man jeden Coöfficienten wirklich durch a’ dividirt, so 
erhält man genau die Form F'; welche offenbar ganze Coelficienten hat. Wenn 
man die Ausdrücke für A, B, © als ein lineäres System von Gleichungen 
mit den Unbekannten u, v. w ansieht (9.),. so ist dieses System offenbar aus 
dem System 

A: v--wo)n +(-+-weo')4., 

6) Ban -(+-wo)on +(v--weo)o’F, 

C — u+(v+wo)e’n+-(v+we?)o 4 
und aus dem System (1.) zusammengeselzt. Das System (6.) kann seiner- 
seits wiederum als aus den beiden Systemen 


A ul ny+ 9z, = ii, 


B u-ony+o9z, ' und ({y= v-we, 


\ 2 2 Du a 
{ u ony- OUT, N 

















u 
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zusammengesetzt betrachtet werden, d. Ih. aus den beiden Systemen 


l; m» 4 | a ı Aue | 
(T.) Il, on, 0% und (S.) IP Pa 
I, 07, 04 0, 1, 0 


Die Determinante des Systems (8.) ist folelich nach einem bekannten 
Satze gleich dem Producte der drei Determinanten der drei Systeme (7.), (8.) 


% 


und (1.). Die Determinante von (7.) ist offenbar = 174 (0°— 0 --0’— 0 -0°— 0 


3ple’— 0); die von (8.) ist = 0° —o, und die von (1.) ist I; fole- 
lich ist die des Systems (8.), = —9p 4, mithin die Determinante des Sy- 
stems (4.). Ya’p 4, weil das System (4.) aus (,8.) entsteht, indem man 


die drei Horizontalreihen des letztern resp. mit OR, PR, PO multiplieir! 
Das System (4.) kann man sich aber noch auf eine ganz andere Arı 
entstanden vorstellen. nämlich aus Zusammensetzung von (7.). (8.) und 
| 8, %# 
9) lo0.o,e). 
0, d,d 
Da die Determinante dieses letztern Systems offenbar a(cd’— c’d) ist, so 
erhält man für die des Systems (4.) auch 
— Yap(ed’— cd). 
Vereleicht man diesen Ausdruck mit dem vorhin für dieselbe Determinanie ve- 
[undenen. so ergiebt sich 
(10.) cd’ — cd —= ud. 
Dieser Gleichung genügen also immer die in den Linearfactoren der neuen 
Form vorkommenden ganzen Zahlen e, ec’, d, d’. Ist namentlich /= I, so 
‘hat das umgekehrte System von (1.), welches die neuen Variabeln durch die 
alten ausdrückt. ebenfalls ganze Coöfficienten: denn dieses umgekehrte System 


wird dann 


\ By“ By N ay“, ap — a’ | 

BY —Py', ay'—ua'y, a —a pP"). 
Bon, (Mn, Pr ER 0 \ 
Py—-fPy, wy—ay', an a’ 3 


durch welches man rückwärts die Form F' in die Form $& transformiren kann. 
In diesem Falle nennen wir die beiden Formen $ und F' aeqwivalent, und 
man hat dann blofs 


(11.) cd—cd= a. 


Il. Wenn man alle in (I.) entwickelten Eigenschaften derjenigen For- 


men zusammenfafst. welche der Form & aequivalent sind, und blofs davon 
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‚bstrahirt. dafs diese Formen aus $ durch eine Substitution (1.) hervor- 


sinsen. velane!t man zu folgender Definition derjenigen Formen, welche wir 


assorörte Formen der Form & nennen. 
Definition. 
„Jede homogene ganze Function dritien Grades mit drei Varia- 


heln v, w und reellen ganzen Üoeöffictenten ohne gemeinschaftlichen 
Theiler, welche die Korm 


id, 


ae--3bur- 3b’ Ww--Ikuv’-3k'uvw--3k uw’--Iv’- 


U vw w 
hat, und welche, wenn man sie mit dem Quadrate ihres ersten Coecfficien- 
/en a’ multiplieirt, sich als ein Product von drei correspondirenden Li- 
nearfactoren darstellen läfst, wie 

do) YıPPı 


3 


-Zl’v’w- 


3 
(€ -(e-+-do?) yY(pp:)\v-+Yb‘- 


do)o Yıppı) -(c+-de’)e’yCppa)gu 1b‘ 
| u: ck | 3 
PP: ‚be 4-d’e)e’y(ppı)+ (e’ d’e’)e Y(PpP:) 


u b-te-de)e 
in welchem a, b, c, d, b', c‘, d’ reelle ganze Zahlen sind, die der Be- 
dınyung 


3 er B 
(e'-d’e) Ylppı)+(e'+d'e’) y(pp: 

: 3 [27 0 
(e+d'e)o ylppı)a (ce -d’e’)e'y(pPp;) 


3 
c--do’)o y(pp;)}v- 


(11.) cd—cd=au 
genügen, heifst eine der Form $b assoctirte Form. 

„Je zwei homogene Functionen drilten Grades mit 3 Variabeln 
und gunzen Coefficienten hefsen aequivalent, wenn man von der einen 
zur andern vermittelst einer Substitution (1.) übergehen kann, deren De- 
ferminante 4 der E 


eine gegenseitige. 


| gleich ist. Diese Beziehung ist immer 

Man bemerke, dafs dasjenige lineare System, welches die Linearfacto- 
ven einer associirten Form in die Variabeln der Form ausdrückt, aus den drei 
oleenden Systemen zusammengesetzt betrachtet werden kann: 


(m 9 | 1.0, 0] 1“ nr) 
I De 2, 0.1.0) und ie }, 
I. en, eV \ | u. 4.8 | 0,d, d 


wo wir wieder der Kürze halber (pp) = N. (pp: — # gesetzt haben, und 
wo immer 7.?==p vorausgesetzt wird. Die Determinante des dritten Systems is! 
alced’— cd) 
Jede der Form & associirte Form 


ae. 


F— auw- 3bu’v bu -—-Z3kur--3k’urw-—- Ik u —le’--3l ve w--3l vw 


läfst sich auf die Form 


| . 
u, 


ly3y 
u, 


Ww, 
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M = 3 lau -- v4 w} jau+ u'v- uw jau--v'v-- vi) 
bringen, wo 
“ —=b+en-+[%, “—=b+ten-+f' 9, 
w“ — b-+eon--fos, u" = bt eon+feod, 
v' — b-+eon-fo%, = b-eo’n+f'o%, 


e=ctde, e=cH4de, fectde, F = c+tde 
ist. während db, e, d, 5b‘, ec‘, d’ ganze Zahlen sind und die Gleichuns ed’— e’d 
— a erfüllt ist. Entwickelt man den Ausdruck des Produels für F in der 
zweiten Form und vergleicht diese Entwicklung mit der ersten Form, so zeie! 
sich, dafs die sieben folgenden Congruenzen 

b’=pef (mod.a), 2öb’=zp(ef—ef). b"==pe'f‘ (mod.«): 
b"--ppie --ppf —3pbef = V (mod. «’). 
(12.) bb ppee-+-ppff = p(bef' -bef--b'ef) (mod. «). 
bb" -ppiee pp ff = pibe'f'--b’ef'--b’e'f) (mod. «). 

| b"--ppe”+-ppf” —3pb’e'f‘ 0 (mod. «°) 
erfüllt sind. 

Entwickelt man das Product der drei Factoren 

(13.) jau-2v +" wiiautwWvt uw iau-rvv-rv"w!N 
und ordnet die Entwickluug nach Potenzen und Producten der Variabeln, so 
ist @° gemeinschaftlicher Theiler aller Coeftieienten, aber zugleich ihr erölsteı 
semeinschaftlicher Theiler; denn sonst hätten auch die Coöffeienten der Form 
F' einen gemeinschaftlichen Theiler; gegen die Voraussetzung. 

Die sieben Congruenzen (12.), zusammen mit der Gleichung ed’ — ed 
— a, welche mit ef — e'f = (0°— o)a gleichbedeutend ist, enthalten das Cha- . 
racteristische der associirten Formen. Letztere Gleichung läfst sich auch so aus- 
sprechen, dafs die Determinante desjenigen linearen Systems, welches sich aus den 
9 Coöffieienten der drei lineären Factoren von a’ F' bilden läfst. pa’ ist 

Wenn irgend zwei ternäre cubische Formen aequivalent sind, so is! 
der gröfste gemeinschaftliche Theiler der Coöflieienten der einen gleich dem 
sröfsten gemeinschaftlichen Theiler der Coöfficienten der andern. Denn da die 
beiden Formen aequivalent sind, so hal man ein lineäres System (1.), wel- 
ches die erste in die zweite, und ein umgekehrtes, welches die zweite in die 
erste transformirt; und da von der andern Seite bei jeder Transformation die 
Coöfficienten der neuen Form als lineäre homogene Functionen der Coöflieienten 


der alten Form dargestellt werden können. folglich jeder gemeinschaftliche 
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lheiler. welchen diese hat, auch in jenen enthalten sein mufs, so wird 
nolhwendig bei zwei aequivalenten Formen jeder gemeinschaftliche Theiler 
der Coöflfieienten irgend einer von beiden auch ein gemeinschaftlicher Theiler 
der Coöflieienten der andern sein. Haben daher die CGoöfficienten der einen 
von beiden Aeinen gemeinschaftlichen Theiler, so findet Dasselbe auch für die 
ındere S$tall. 

Die Coöffieienten der Form & haben keinen gemeinschaftlichen Theiler: 
'olglich gilt dasselbe auch für jede der Form #& aequivalente Form. Hieraus 
nd aus dem im Anfange dieses Paragraphen Gesagten folgt, dafs die Form 
sich selbst assocart und dafs jede der Form P aequwiwvalente Form eine 
assocärle Korm ist; aber es kann aufser diesen auch noch andere associirte 
ormen veben. 

Lehrsatz 5. 

„Wenn von zwer aequivalenten ternären cubischen Formen die 
„erste der Form 5b assocüärt ist, so ıst auch die zweite eine asso- 
„enrte Form. 

Beweis. Es sei F' eine associirte Form, welche durch die Substitu- 
seht: es ist zu beweisen. dafs @ eine associirte Form ist. Zuerst ist klar. 
dals die Form @ lauter ganze Coöfficienten haben wird; dafs. wie die Sub- 
stitution selbst zeigt. alle diese Coöllicienten, mit Ausschlufs derer. welche in 
die Cuben der neuen Variabeln multiplieirt sind, durch 3 theilbar sein werden. 
und dafs sämmtliche Coöffieienten, wie aus dem vorhin Gesaglen erhellet, keinen 
semeinschaftlichen Theiler haben werden. Es bleibt nur noch zu zeigen. dafs 
4 auf die den associirten Formen eigenthümliche Form gebracht werden kann 

Da #' durch die Substitution (1.) in @ übergeht, so geht «F, wenn «a 
den ersten Coöffieienten von F' vorstellt, durch dieselbe Substitution in «@ 
über; aber @ F' ist nach der Voraussetzung gleich dem Producte dreier cor- 
respondirenden Factoren wie die in (13.): sehen wir, wie diese drei lineären 
Factoren sich bei der Substitution (1.) verhalten. Die drei Factoren gehen 
dureh die erwähnte Substitution offenbar in ebenso viele neue lineäre Aus- 
drücke mil den neuen Variabeln der Form @ über: diese letzteren Ausdrücke 
besitzen aber nicht mehr die Eigenschaft derer in (13.), dafs die Coeffieienten 
des ersten Variabeln ganze Zahlen sind. sondern in ihnen sind sämmtliche neun 


Coöffieientlen von derselben Form. wie die Ausdrücke 4‘. u‘. v‘. Bezeichne! 


man resp. durch A, «. v die ersten Co6eflicienten, d.h. die Coefficienten des 
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a 


ersten neuen Variabeln. in diesen drei neuen lineären Ausdrücken. so is! das 
Product Zur offenbar nichts anders, als der erste Coöffieient der Form @. 
welchen wir mit a, bezeichnen, multiplieirt mit a’, so dafs man also Au 
— «a, setzen kann. Multiplieirt man jetzt den ersten der drei neuen cor- 
respondirenden Ausdrücke mit «vr, den zweiten mit Ar. den dritten mit Au. 
so erhält man ein drittes System von lineären Ausdrücken: diese werden 
wieder dieselbe Eigenschaft haben, wie die lineären Ausdrücke in (13.), dafs 
die Coeffiecienien der ersten Variabel ganze Zahlen sind. In der That: in 
allen dreien ist der Coöffieient der ersten Variabel =«a’a,. weil Auv — a?a, 
ist: und überhaupt wird dieses dritte System- genau von derselben Form sein. 

wie das in (13.). Dieses dritte System sei daher 

a au-- Av Aw 

(14.) ! aau- wv- uw 

au +-viv—-r,w. 


wo gesetzt sein mag: 


hi, u “ b, ? e 7 T fi I. i — b; e, T, T r I. 
= b+eon-fioh, u —=b+eon- fo’ 4. 
vi — breaeo'n-fio4 , — b,+eon-+fip9. 

e, = 6,7 d, 0. f: = C(,+ d,o’. e = C, dio. fi u 6, dio 
Das Product dieser drei Factoren in (14.) ist Kur dG— ad aG, folelich 
hat man 

£ { / A% ) | wu‘, uf } N y' y’' N 
GG = Sau —rv--wiiau + —r- —miaut—ptm] 
I, tr je we a? \ N | a: 42 \ ‚il a q? ID, 


Es sind jetzt zwei Behauptungen zu beweisen: erstlich. dafs 
u - u : 


ı i 
a’ a?’ a?’ ar’ a?’ au? 


b, fh 


ganze Zahlen sind, und zweitens, dafs 


n / m 
di _ ad _, 
Er i 


> 


aa? ara: 
ist. Man sieht, dafs, sobald diese beiden Behauptungen bewiesen sein werden. 


die Richtigkeit des Satzes aufser Zweifel gestellt sein wird. Wir beginnen 
mit dem Beweise der zweiten Behauptung. 


Dieselbe verlangt nichts anders zu beweisen. als dafs die Determinante 


des lineären Systems 
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/ i A ir 
{ “4 n . ; > 
a? a? 
u‘ u’ ‚ 
; dı» E. — N, u 
«a? a? n 
a # a \ 
ae SE 
pa, isi. Diese Determinanle des Systems (8.), deren Werth wir 


suchen und welche für den Augenblick durch D bezeichnet werden mag, ist 

„llenbar — — mal die Determinante desjenigen Systems, welches aus den 
dl ” 

Y Coöflieienten der drei correspondirenden Ausdrücke (14.) gebildet werden 

kann. Diese letztere Determinante ist ihrerseits gleich A u’v'mal die Deler- 

minanle desjenigen Svstems, in welches die drei correspondirenden Factoren 

von @« F durch die Substitution (1.) übergehen: eines Systems, welches folglich 


us den beiden Systemen 


/ 2164 


(® DR 

u 

wre A 
und (1.) zusammengesetzt is. Da nun die Delerminanle von (1.) = I und 
die von (T.) nach der Voraussetzung — Y pa?” ist, so erhält man 
D r "ur.(—9pa’). Aber Fur’ — ara), folglich D= —9pa); was 


zu beweisen war. 

Um die erste Behauptung zu beweisen, entwickle ich das Product der 
drei Facloren (14.). von welchem Produet,. da es = «a @ ist, nach Poten- 
zen und Producten der Variabeln u. v. w geordnel, alle Coöffiecienten, selbst 
abgesehen von den numerischen Multplicatoren 3, durch «a? theilbar sein wer- 
den. Betrachtel man in der Entwicklung dieses Produels namentlich die Coef- 
lieienten von u’v, uv’ und vw’, sc zeigt sich, dafs die folgenden drei Con- 
sruenzen 

h, 0 (mod. «@'). b, = pe,f, (mod. a*). 
b\- ppe, pp fi -Spdbefı =O (mod. «) 

Statt finden. von denen die erste schon zeigt, dafs d, durch «a° theilbar ist. Ver- 
möge der ersien und zweiten nimmt die dritte Congruenz die einfachere Gestalt 
(15.)  ppe’--ppfi == V (mod.a’) an. 

Ich behaupte. dafs die complexen Zahlen e, und f, beide durch «‘ 
theilbar sind. In der That: es sei ® irgend ein complexer Primfactor 


von @, und &” die höchste in @° aufeehende Potenz von ®. Wäre nun z. B. 





















24. Eisenstein, Formen dritten Grades mit 5 Variaheln 3933 


% 


e, nicht durch ©”. sondern nur durch eine niedrigere Potenz von w theilbar. 
so mülste der Exponent der höchsten in e, aufgehenden Potenz von @ wenig- 
stens um 3 Einheiten kleiner sein als 5n, also mülste für pp,e? dieser Ex- 
ponent wenigstens um eine Einheit kleiner sein als 3n, folglich müfste wegen 
der Congruenz (15.), welche auch nach dem Modul »” Statt findet, auch der 
höchste Exponent von & für pp,f} wenigstens um I kleiner sein als 3; und 
um so mehr gilt dies also von f} *). Da also der höchste Exponent von @ in e, 
sowohl als in /f, kleiner als # wäre, so mülste er im Producte ef, wenigstens 
um 2, also in pe, fi wenigstens um eine Einheit unter ?n liewen **). Dies 
letztere widerstreilet aber der Congruenz pe, fi = V (mod. a’). welche aus 
den beiden ersten der oben aufgestellten Congruenzen folgt. Mithin ist die obige 
Annahme falsch. und es ist in der That e, durch &” theilbar:; folglich ist. da 
dieses Raisonnement für jeden complexen Primfaclor von @ gilt, auch e, durch « 
theilbar. Aber e, = ec,- do, und « ist reell, folglich sind auch e, und d, 
durch a° theilbar. Untersucht man statt der Coöfliecienten von nv, uw. v’ die 
von um, uw, w, und wendet wörtlich dieselben Schluflsfolgen an, mit dem 
einzigen Unterschiede, dafs man die Buchstaben b,. e,. f, accenluirt, so zeigt sich. 
dafs 4). ce). d;, durch « theilbar sind. Der Satz ist also vollständig bewiesen. 

Wir bemerken. dafs Alles, was der Lehrsatz behauptet. auch durch 
Rechnung, d. h. durch wirkliche Substitution von (1.) abgeleitet werden kann 
Da jedoch diese Rechnung sehr mühsam und weitlläufig ist. und jedes durch 
Rechnung gewonnene Resultat mehr oder weniger den Schein des Zufälligen 
an sich trägt. so glaubten wir besser zu !hun. wenn wir den Beweis de: 
Satzes blofs auf eine Reihe von Schlüssen gründelen. 

An den eben bewiesenen Fundamentalsatz. durch welchen erst eine 
Behandlung der associirten Formen möglich wird, schliefsen sich folgende Be- 
trachtungen an. 

Wenn sich unter einer Reihe von beliebig vielen wequevalenten lernä- 
ren cubischen Formen eine einzige assocärle Form befindet, so sind sie alle 
assoeiirte Formen: und umgekehrt, wenn irgend eine derselben der Form 4 
nicht assocärt ist. so kann es auch keine derselben sein. 


*) Da pp, =p%p, ist, so kann dieser Factor höchstens das Quadrat von ® hin- 
zubringen, nämlich 2, wenn = p,, ®, wenn @=p, und gar kein neues w, wenn w 
von p, sowohl als von », verschieden ist. 


#*) Der Factor p=p,p, bringt ein einziges neues ® hinzu, wenn = p, oder 
— »,; in andern Fällen bringt diesers»Factor gar kein neues » hinzu. 


41 ; 
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Wenn eine associirle Form einer zweiten und diese einer dritten aequi- 
valent ist. so ist auch die erste der dritten aequivalent. Es gehe die Form F' 


dureh eine Substitulion 8, deren Determinante — 1 ist, in die Form @ über. 





und es eehe @ durch eine Substitution 7, deren Determinante ebenfalls — 1 





ist. in die Form AH über: sodann «eeht offenbar F in H über. durch die aus 





NS und 7 zusammengesetzte Substitution. welche wir durch 9 x T bezeichnen: 





die Coeffieienten dieser neuen Substitution sind nothwendie eanze Zahlen, weil 





lie von S und T als solche vorausgesetzt werden. und ihre Determinante 





Zu 


ist oleich dem Produete der Determinanten der beiden Substitutionen Ö und 7 





also I: folelieh sind die beiden Formen #' und 7/7 in der That aequivalent. 




















Wenn in einer Reihe von beliebig vielen associirten Formen jede ihrer 
olvenden aequivalent ist, so ist auch die erste der letzten und jede beliebige 
Form dieser Reihe jeder beliebigen andern derselben Reihe aequivalent. 

Alle der Form > associirten Formen können folglich in Classen ein- 
velheilt werden, wenn man je zwei associirte Formen in dieselbe oder in ver- 
schiedene Classen aufnimmt, je nachdem sie aequivalent sind, oder nicht. Die 
Form «> selbst, mit allen ihren aequivalenten Formen, bildet die erste Classe. 
Sind nun noch aufserdem associirle Formen vorhanden, so nehme man irgend 
eine von ihnen; sie bildet mit allen ihr aequivalenten Formen die zweite Ulasse. 
Von den dann noch vorhandenen nehme man wiederum irgend eine und ver- 
einige sie mit allen ihr aequivalenten in die dritte Classe, und so weiter Tort. 
bis alle associirlen Formen erschöpft sind. Wenn man, nachdem diese Classi- 
licalion ausgeführt ist, aus jeder Classe eene Form nach Belieben herausnimnit. 
so wird ein solches System offenbar die doppelte Eigenschaft haben, daf: 


iede associirle Form einer. aber auch nur einer von ihnen aequivalent ist. 


il. Wenn man aus einer associirien Form F' zwei andere bildet. 
indem man von den drei lineären Factoren. in welche sich «° F' zerlegen läfst. 
den zweiten zum ersten (also auch den dritten zum zweiten. den ersten zum 
dritten). oder den dritten zum ersten (also auch den ersten zum zweiten. den 
weiten zum dritten) macht. so heifsen. #F' miteerechnet. diese drei Formen 
correspondirende Formen; das Schema für correspondirende Formen ist. 
wenn man die drei lineären Formen von @ F' durch 1. ?. 3 bezeichnet. 

Fa 
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Obgleich correspondirende Formen in Beziehung auf ihre Coeffieienten voll- 
kommen mit einander übereinstimmen, so werden sie doch in der gegenwärligeı 
Theorie als verschiedene Formen angesehen. Damit zwei associirte Formen al: 
sdentisch betrachtet werden können, ist nöthie, dafs man sich die Producte aus 
den Formen in die Quadrate ihrer ersten Co6öffieienten auf die Weise in Faclo- 
ren zerlegt vorstellt, dafs der erste Factor mit dem ersten Factor, der zweite 
mit dem zweiten, der dritte mit dem dritten übereinstimmt. In demselben Sinne 
ist Alles zu nehmen, was später über Transformation der associirten Formen 
gesagt werden wird. Wenn wir z. B. von Transformationen sprechen. welche 
eine associirte Form F in sich selbst übergehen lassen. so meinen wir immer 
solche, welche, abgesehen von constanten Multiplicatoren, jeden der drei lineären 
Facloren in sich selbst verwandeln, während die übrigen Substitutionen (wenn 
es deren geben sollte), welche eine Verlauschung der Linearfactoren bewirken. 
nicht sowohl als Transformationen von F in sich selbst. sondern vielmehr als 
Transformalionen von F in eine ihrer correspondirenden Formen betrachte! 
werden. Eben so: wenn die associirte Form F in die Form @ durch die Sub- 
stitution Ö$ übergeht und wir suchen alle Substitutionen, welche dieselbe Wir- 
kung hervorbringen, so meinen wir nur solche. welche den zu @ v„ehörigen 
Linearfactoren dieselbe Ordnung bewahren. die sie durch die Substitution 8 
erhalten haben. während die übrieen vielmehr als Substitulionen von #' in eine 
der @ correspondirende Form angesehen werden. Die Wichtigkeit dieser 
Unterscheidung zeigt sich besonders bei der Classification der associirten For- 
men, und ihre Vernachlässigung kann zu grofsen Verwirrungen Anlafs geben 
Bei den quadratischen Formen ist eine solche Unterscheidung überflüssig, weil 
ne eine quadratische Form sich selbst in dem Sinne (eigentlich) aequivalent 
sein kann, dafs ihre Linearfactoren bei der Substitution eine Vertauschung 
erlitten (verglichen Dirichlet, „Sur les formes quadratiques. $. 11. Remargque.” 
im 24ten Bande dieses Journals). so dafs je zwei Formen. welche durch 
Permulation der beiden Linearfactoren aus einander enistiehen. immer in 
verschiedene Classen gehören würden und dafs man also auf nichts anders 
hinauskäme, als jede Classe doppelt zu schreiben; was gar keinen Vor- 
Iheil gewähren würde. Ganz anders verhält es sich hier bei den eubischen 
Formen; für gewisse associirle Formen können die drei correspondirenden 
Formen aequivalent sein, während dies für andere assoeiirte Formen nicht 


der Fall ist; in gewissen Fällen können also drei correspondirende Formen 


in dieselbe Classe gehören, während sie in andern Fällen in drei verschiedene 





















Variabeln. 
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Classen gerechnet werden müssen. Die Form #& z.B. befindet sich immer 
in dem ersten Falle. denn sie geht in ihre correspondirenden Formen durch 


die Substitulionen resp 


über. welehe beide die Determinante —= -- I haben. Wir verbreiten uns über 
diesen Geeenstand ausführlich. weil er eine Unterscheidung betrifft. die in den 
rühern Gebieten der Zahlentheorie kein Analogon findet und welche für die 
soesammle Theorie der höhern Formen von Wichtigkeit ist. Sie ist einfach 
senue: aber die Unterlassung derselben mufs. wie schon bemerkt. zu Ver- 
wirruneen führen. indem sie Classen von Formen zusammenfallen läfst. die 
ihrer Natur nach eeirennt dastehen. 

Der Einfachheit wegen bleiben von unserer Untersuchung alle diejenigen 
ıssoelirten Formen als unergentliche Formen ausgeschlossen, in welchen die 
Coöflieienten von =, ©, ww’, uwee sämmtlich gerade und wo zugleich in jedeı 
der drei binären eubischen Formen. welche man erhält. wenn man nach und 
nach © 0. 8-0, we == 0 setzt, die beiden mittleren Coeffieienlen entweder 
heide zueleich verade. oder beide zueleich ungerade sind: solche uneigentliche 
Formen können für alle möglichen Werthe der Variabeln nur ausschliefslich 
geraden Zahlen gleich werden, während die übrigen Formen, welche wir 
als eigentlich bezeichnen. sowohl geraden als ungeraden Zahlen gleich werden 
können. Es folgt hieraus. dafs jede einer uneigentlichen Form aequivalente 
Form ebenfalls eine uneigentliche Form sein mufs; alle uneigentlichen Formen 
sind also in eewissen Classen enthalten. während die übrieen Classen. zu 
denen immer die Classe der Grundform & (die Fundamentalclasse ) gehört. 
die eiventlichen Formen enthalten. Wir betrachten nur die eieentlichen Formen: 
und wenn wir in der Folee blofs von associirten Formen reden. so meinen 
wir solehe. in denen nzcht zugleich die Bedingungen erfüllt sind. dafs die 
Coöflieienten von w, ©, ww’, uew sämmtllich gerade und in jeder der oben 
bezeichneten binären Formen die mittleren Coöfficienten beide gerade oder 
beide ungerade sind. Wir empfehlen übrigens Dem, welcher diese Unter- 


suchungen üben will. die Behandlung der uneigentlichen associirten Formen. 
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Von der Darstellung der Zahlen durch assoeciirte Formen 


$. 6. 

Nachdem in dem vorigen Paragraph die einfachsten Eigenschaften der 
associirten Formen behandelt worden sind, gehen wir zu der Theorie der 
Darstellung von ganzen Zahlen durch associirte Formen über. 

Eine reelle ganze Zahl M heifst durch eine assoeiirte Form F' dar- 
stellbar, wenn man ihren Variabeln solche reelle ganze Werthe u —«. v-— 9. 
» - = y geben kann. dafs für dieselben der Werth der Form — M wird. 
Die Darstellung heifst eine eögentliche, wenn die Werthe der Variabeln «. 3, ; 


keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; im entgegengesetzten Falle eine un- 


eigentliche. Wenn M durch F' darstellbar ist, so ist auch —M durch # 
darstellbar. und auf eben so viele Arten; denn man braucht den Variabeln nur 
enlgegengeselzte Werthe —a, — 37, —y zu geben. Wir betrachten zuerst 


die eigentlichen. später die uneigentlichen Darstellungen. 

I. Hulfssatz. „Wenn «, 5, z drei gegebene ganze Zahlen ohne ge- 
meinschaftlichen Theiler sınd. so kann man immer auf unendlich viele Arten 
6) 


ganze Zahlen «‘, 9. zy, a, 9", y finden, von der Art, dafs die Deter- 


minante des lineären Systems 


der positiven Einheit gleich wird.” 
Wir bezeichnen das eben geschriebene lineäre System durch Ö, seine 


Deierminante 


ur" — Pr) + Platy'— air‘) +yla'B"— ap) 
durch /; dann sind «’ ele. so zu bestimmen, dafs /== I wird. Nach Gaufs 


„„Disquisitiones arithm. No. 40.” kann man, da «, ?, y keinen gemeinschaft- 


lichen Theiler haben, drei ganze Zahlen A, B, U so bestimmen, dafs 
«A--PB-+,yC= ! wird. und nach Disq. arithm. No. 279. kann man ganze 


Werthe für «‘, /’ etc. finden, welche den Gleichungen 3°y— P'y’ A, 
e'y'—a'y' —=B, «oP'—a'P'—Ü genügen: folglich kann man in der 


That ganze Werthe von «’, /’ etc. bestimmen, welche ./— I machen. Alles 
kommt also nur darauf an, aus einer Lösung des Problems alle möglichen 
abzuleiten. Setzen wir zu dem Ende ein bestimmtes der Systeme 8, in de- 


nen die ersten Coöflicienten der drei Horizontalreihen resp. ©, 7, y sind, mit 
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dem Svsteme 


er... m 
tr T 
1 A A L' \ 


zusammen. und sehen welche Bedingung die Coefficienten des Systems 7 er- 


füllen müssen. damit das aus der Zusammensetzung entstehende System eben- 
falls resp. @, 9, y zu ersten Coeflicienten seiner drei Horizontalreihen hal 
Diese Bedingung ist ausgesprochen durch die folgenden drei Gleichungen: 
eA-al-—-a'l'=ua, PI+-PI-Pl'=P, yl{-yIl-+Y'l'—=yz, 
welche für 7, 7, I’ die vollkommen bestimmten Werthe 1 ==1, !=—=0, I['—-V0 
liefern. Damit aber die Determinante des zusammengesetzten Systems eben- 
falls —= I wird. ist nöthig. dafs die Determinante des Systems 7, nämlich die 


des Svstems 
| Fa na, 

(2) !0,K, L‘=T, 
lo. m, ve.) 

I. also dafs WL’— K’L’=| is. Wenn man daher nach und nach 
statt A und Z alle möglichen ganzen Zahlen und statt KA, L/, K’, L’ alle 
oanzen Zahlen setzt. welche der Bedingune 

(3) KL'’—K'L = I 
genügen, und mit allen diesen unendlich vielen Systemen 7’ das ursprüng- 
liche System ÖS zusammensetzt, so erhält man lauter neue Systeme. welche 
alle der Bedingung genügen, dafs ihre drei ersten Coöffieienten «, 5, y sind 
und dafs ihre Determinante — I ist. Umgekehrt behaupte ich, dafs man auf 
diese Weise alle Systeme erhält, welche den beiden eben erwähnten Bedin- 
sungen genügen; und keines derselben doppelt. Um diese Behauptung zu er- 
weisen. ist nur nölhig. zu zeigen, dafs man. wenn NS’ irgend ein zweites 
von NS verschiedenes System bezeichnet, dessen erste Coöfficienten (und wir 
versiehen darunter immer die drei Coöfficienten der ersten Verticalreihe) «, >, y 
sind. und dessen Determinante — I ist, immer ein System von der Form 
T (2.) und nur ein einziges aufstellen kann, welches mit $ zusammengesetzt 
das System &° hervorbringt. Bildet man das umgekehrte System des Systems 8, 
welches nicht unpassend durch 2 bezeichnet werden kann. so wird dieses 
System ganze Coeflieienten und die Einheit zur Deierminante haben. weil die 
Determinante von 8 der Einheit gleich ist; dieses letztere System mit 8” zu- 


sammengesetlzt giebt ein drittes System. ebenfalls mit ganzen Coefficienten und 
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i | 
der Determinante t. welches durch 5x N bezeichnet sein wird. Das 
System N, mit diesem dritten Systeme zusammengesetzt. bringt das System N 


hervor. In der That ist 


1, 0,0 
Ssx(Lx8 it 5 | 
\ Ro « S x A_ h X S 24 k en ‘ (), #s () ’ N N’ 
0,01 


\ber es giebt auch nur dies einzige System, mil welchem 8 zusammengeselz! 


S‘ hervorbringt: denn es sei Ä irgend ein noch unbekanntes System. welche: 


. E1 , ‘ .. | . . 
der Bedineune Ö x A == 8’ genügt: setzt man g mil beiden Seiten dieser 
\ : > l Y 5 , . 

Gleichung zusammen und bemerkt. dafs XIX X—X ist. so erhält mau 
I, u . | ’ af Ä 
Ä = X. Es bleibt also nur noch zu zeieen. dafs das Sysiem N 
f : , 

I, K, 1 


| TEN | | N 
in der Form (‘?.) enthalten ist. Es sei dieses Svstem =% NY I 


s 


a, 
Ir u 2.) 


da S mit dem eben geschriebenen Systeme zusammengesetzt N’ hervorbrine!. 


also ein System. dessen erste Coefliecienten @, 9, y sind, so folgt. wie 
oben. /=1. PP —=0. I" 0; und da die Determinante des Svsiems 
| ‘ au . ® ” “ v r / 

x N’ der Einheit gleich ist. so hat man nothwendie K’L’— K’L’ | 


Unsere Behauptung ist also jetzt vollständige erwiesen. 
Da das System (2.) seinerseits in die beiden Systeme 
Br 5 0 it: ME] 
0. K', L wtD, 1,.6 
lo, kh, v\ lo. 0, A \ 


zerlegt werden kann. so können wir das Resultat der Untersuchung in fol- 


vsendem Satze aussprechen: 





„Es giebt immer unendlich viele lineäre Systeme dritter Ordnung. d.h 


mit drei Variabeln und eanzen Coöffieienten. deren drei erste Coöffieienien 


Mi 
u, 73, 


y sind und deren Determinante ! istz und bezeichnet man durch 8 
irgend eines derselben. so erhält man sie alle nach der Reihe, wenn man das 


System 08 mit den beiden Systemen 


Ye I.m,n 
(4.) “VÖ, ETR .: Ir 083 
lo, vo) TE . 


zusammensetzt, in welchen 9, %, w, » alle ganzen Zahlen. die der 
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Gleichung yo» —yw >= I genügen, und m, n alle möglichen ganzen Zahlen 





vorstellen. 
11. Iufsabe. ..Wenn a eine oevebene eanze Zahl ist: alle ganzen 
"Be - le) 





Zahlen e, e/, d, d’ zu finden, welche der Bedingung ed’— c’d—a genügen.” 





Die Aufgabe kommt darauf hinaus, alle lineären Systeme zweiter Ord- 





e, ch . IL=PR_.: . . 
nung zu finden. deren Coefficienten eanz sind und deren Determinanle 
Id, d\ 
a ist. Es ist leicht, die Existenz soleher Systeme einzusehen; denn 


man braucht nur e, e’ ganz beliebig anzunehmen, doch so, dafs ihr gröfster 


»emeinschafllicher Theiler in @ aufgeht. und kann dann immer d, d’ auf un- 


\ d 

. . . . ‘ e,ch 
endlich viele Arten dazu bestimmen. Wenn man eines dieser Systeme | 
Id, d\ 

iz ’ + EEE ui FR 
mit allen möglichen Systemen zusammensetzt, deren Determinante 
VW, 0 
DW — yU | ist. so erhält man unendlich viele Svsteme, deren Determinante 
' | | | G,C | | 
a ist: alle auf diese Weise entstehenden Systeme en \ bezeichnen wir 
ıD, D\ 


als eine Gruppe von Systemen. Alle Systeme einer Gruppe sind tolelich in 
den Formeln 

Ü ey-+-cw, cy-cw, 

D dp--dw. D' = dy-dw 
enthalten. Es sei / der gröfste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen e und e’, 
so dafs. wegen der Gleichung ed’— e’d-— a, t ein Factor von « sein wird; es sei 


p ec! 


e . ri ’ . ı« e 
a—tt'. Da Y relative Primzahlen sind. so hal die Gleichung —u#TTP $; 


d.h. die Gleichung C = 7, unendlich viele Auflösungen y und w; wird eine 





dieser Auflösungen durch g,. , bezeichnet, so ist die allgemeine Auflösung 
der Gleichung U = F: 


Ce » 
Y y—k r 2 ee 177 k 


Soll nun nach CO sein, so mufs man, damit die Gleichung yo — yw= I 
u & e on . . 
erfüllt werde, nothwendig 7: 7 0 selzen. Die eben geschriebe- 

nen Werthe von gp und vw, in den Ausdruck für D sesetzt. geben 
D ed’ — cd . a 
dy,-+ dw,-+k dy, -dw,—- kt; 
woraus man sieht. dafs immer ein. aber auch nur ein Werth von Ak, also immer 


ein, aber auch nur ein System g. ı exislirt. für welches D der Bedingung 
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0—D<r 
oenügt. Die Werthe von z und w in den Ausdruck für D’ gesetzt. geben 
ed’ — cd a 
D‘ — : £ 
f ! 
ı ‘ ıPırı an dafs r u 20 “ AN te aber * T > ı%; ZA 
Hieraus ergiebt sich. dafs immer ein System. aber nur ein System . 
5 i v,oN 
> u \e,c! ah Ku ı 
existirt. mit welchem zusammengesetzt ein System von der Form 
Id, d\ 
se; 14,0% 
(D.) En. 
ZA 
hervorbrinet, in welchem £ der gröfste gemeinschaftliche Theiler von e und e‘, 
da ‚ P 5 . 
l': und Z eine ganze Zahl aus der Reihe 
(). | * 2 . A ka. l’— | 


ist. Jede Gruppe enthält also ein System von dieser Form (5.). welches 


dazu dienen kann. die ganze Gruppe zu characterisiren; und bedenkt man. 


ww) 


f 


I» AM 


dals irgend ein System von der Form 
vw, oh 


. mit allen Systemen dieser Form 


zusammengesetzt. wiederum alle Systeme dieser Form hervorbringt. so siehl 


man. dafs die Formel 


(6.) 


alle Systeme derjenigen Gruppe ausdrückt, in welcher das System (5.) enl- 
halten ist. 
Von der andern Seite sieht man, dafs alle Systeme, welche (5.) enl- 


| : ! 
hält. wenn man nach und nach statt / alle Facloren der Zahl «, / . und 


(t 





zu jedem Werthe von Z nach und nach für S alle Glieder der Reihe 0, 1. 


2.32 2... —1 einführt, der Bedingung genügen, dafs ihre Determinante 
— a wird: denn diese Determinante ist = !—V.S ad. Jedem dieser 


Systeme (5.) entspricht also wirklich eine Gruppe von Systemen; so dafs die 
\nzahl der Gruppen von Systemen, deren Determinante == 4 ist. gleich is! 
der Anzahl der Systeme (5.). und dafs man alle Gruppen von Systemen er- 
hält. wenn man in die Formel (6.) statt £ alle Factoren von @ und zu jedem 
Factor für 5 alle Zahlen der Reihe 0, I. 2, 3, .... *—1 einführt. Es 


folgt hieraus. dafs die Anzahl der Gruppen gleich ist der Nwunme der Kacto- 
ren der Zahl a; nämlich = 81‘. Die in (5.) enthaltenen I?‘ Systeme heifsen 
reducirte Systeme mit der Determinante a. 

















— 


Eisenstein. Pormen dritten Grades mit 5 Variabeln. 
\ach diesen vorbereitenden Untersuchuneen kommen wir zur Darstel- 
une der Zahlen 


Il. Es sei @ eine reelle positive ganze Zahl, welche durch die asso- 


eiirle Form @ darstellbar ist. wenn man den Variabeln die Werthe resp. «, 


7,» giebt, welche ohne gemeinschaftlichen Theiler vorausgesetzt werden. Wählt 
man 6 ganze Zahlen @, 9, y/, a, 9”, y“, welche der Bedingung genügen. 
dals die Determinante des Systems (1.) | wird, und wendet auf die Form 


(@ die Substitution (1.} an. so erhält man eine neue, der & aequivalente Form F'; 
der erste Cocfficient dieser neuen Form wird a sein; denn dieser erste 
(‘oöftieien! ist nichts anders als der Werth der Form @, wenn man slalt der 
Variabeln resp. @, 7, y substiluirt. Da man nach dem Obigen «‘, >’ ete. auf 
unendlich viele Arten bestimmen kann. so wollen wir sehen, welche Beziehung 
alle die unendlich vielen neuen Formen unter einander haben. in welche @ 

Pr 
durch Anwendung aller der Substitulionen übergeht, deren erste Verticalreihe > 

, 
ınd deren Delerminante | ist. Da alle Substitulionen dieser Arl aus ireend 
einer von ihnen »efunden werden. wenn man diese letztere mit alien möso- 
lichen in der Formel (4.) enthaltenen Substitutionen zusammenselzit. so wer- 
den auch alle neuen Formen. deren Inbegriff wir durch (7%) bezeichnen, aus 
einer derselben F hervorsehen. wenn man auf diese nach der Reihe alle 
Substitulionen (4.) anwendet. Da die Substitution (4.) eine zusammengesetzie 
ist. so wollen wir die beiden Substitutionen. in welche sie zerleeti werden 


kann. nach einander anwenden: also erst die Substitution 


(€.) " yvV,+-xw,. w vv —- ww, . 
in welcher yo — yU | ist. und dann die Substitution 
(8) u U—- mV --Nw,, 


in welcher »» und » alle möelichen eanzen Zahlen vorstellen. Es sei. da F' 


eine assoelirle Form ist und den ersten Coöfhieienten «@ hal: 


a KH au-—-Iv--Ww)au-- uv-- Ww)(au--vv-- vw), 
—b-L/c--deo)r e--do’)'. .—b’--(c'--de)n e-- do) $, 
T b--/c-+-do)or c-do’)o9. W—=b'-+-(C—-de)or ce +-do’)o’%. 
b--(c--do)e’n-+-(c--deo?)oe$, v’—=b'--(c--d’o)e’n (ce -+-do')o$, 

wo b, ce, d, b, ce, d oanze Zahlen sind und ed —c’d=u isi. Es gehe 


F durch die Substitution (7.) in F,. und F, durch die Substitution (8.) in 


die assoeiirte Form F', über: dann werden « F'. a’ F‘, genau dieselbe Form 
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haben. wie « F\, indem nur andere ganze Werthe an die Stelle von b, e, d, 


d 


b’, ec’, d‘ treten. In Beziehung auf «’F, gehen diese ganzen Zahlen b, e, etc 
resp. in 


u/ 


b,zby by, sG—=cy-cy, d=dy-dw, 


b; by h’w, 6, Cy co, d; dy do 
über. Betrachtet man die Werthe von e,. e,. d,. d‘ näher. so sieht man. 


i 
lc, €, N 


dals das System als zusammengeselz! aus den beiden Systemen 


Id. d\ 
\ 6 ei _yiV 7 
Id, d\ Iv,ol 
betrachtet werden kann: und da ed’ — cd a ist. so erhellet aus dem 


oben über die Gruppen von Systemen mit der Determinante @ Gesaglen, dals 
sich unter allen den Substitutionen (7.) eine. aber auch nur eine befindet. 
für welche 
BI) oh dd, ds, dit 

ist. wo 2! =a und £ eine Zahl aus der Reihe VO. I. ?. 3. .... PF—L ist 
Wählen wir unter allen Substitutionen (7.) eerade diese bestimmte aus und 
wenden sie auf die Form F' an. so haben in der Form #, die Zahlen e,. €. 
d,. d, genau die eben »eschriebenen Werthe. 

Die Substitution (S.). zu welcher wir jetzt übereehen. auf die Form F', 
angewandl. welche sie in F\, transformirt, läfst offenbar e,. e,. d, und d, un- 
verändert. so dafs 

th Beet, ed Bunt 
ist. während d,. d, resp. in 

CD.) = ma, b=bh+tna 
übereehen. In diesen leiztern Formeln eiebt es einen Werth von ze, und nur 
einen, für welchen 0 db, -__ a, und ebenso einen, und nur einen Werth von n, 
für welchen 0.5, -_« ist: folglich giebt es eine. und nur eine Substitution 
unter den unendlich vielen (8.). welche F, in eine Form übergehen läfst. in 
der die beiden eben geschriebenen Bedingungen erfüllt sind. 

Aus dieser Discussion folgt, dals unter der Gesammtheit der Formen (+3. ) 
immer eime, und nur eine gefunden werden kann, für welche man gleichzeitig 

9) 0sSsIi<e, wit, 0<II<H, ost = 4 A 
hat. Jede associirte Form. deren erster Coefficient @ ist. und für welche die 


eben geschriebenen 6 Bedingungen erfüllt sind, während {7 irgend eine Zer- 


legung der Zahl « in das Product zweier (reellen) Factoren vorstelll, heifst 
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eine redueirte Form mit dem ersten Coefficienten a, oder eine zu a ge- 
hörige reduecirte Forın. 


Unter der Gesammtheit der Kormen (5.) befindet sich folglich immer 
eine redueirte Form, und nur eine. 


Das eben gefundene Resultat läfst sich auch so aussprechen: dafs unter 

i oraussetzung emer eigentlichen Darstellung «, 2, y der Zahl a durch 

die Form G@ immer eime und nur eine zu a gehörige reducirte Form auf- 

gestellt werden könne, welche der Korm G aequmalent ist, und in welche 

6 durch eime Substitution übergeht, deren drei erste Coöfficienten resp. 
I,.,y sind. 


Umgekehrt: wenn dee Form G irgend emer zu a gehörigen redu- 
orten Form R aequivalent ıst, so liefert jede Transformation, welche G 
in R übergehen läfst, eıne Darstellung der Zahl a durch die Korn G@, 
indem man die Varrabeln der Form @ den drei ersten Coöfficienten dieser 
Transformation resp. gleich setzt; und alle Darstellungen, welche man 
auf diese Weise aus Substilubionen von G in R ableiten kann, sind 
rerschreden. 

In der That: wenn z. B. @ durch die Substitution (1.) in R übergeht. 
so überzeugt man sich durch die Transformation. dafs der erste Coöfficien! 
von R venau demjenigen Werthe gleich wird. welchen @ annimmt. wenn man 
für ihre Variabeln die Werthe resp. «, 5, y setzt; der erste Coöfficient von 
ft ist aber nach der Voraussetzung —= 4a, folglich liefern «. ?%. y. d.h. die 
drei ersten Coeflieienten der Substitution wirklich eine Darstellun®e der Zahl «a 
durch die Form @ Wäre es ferner möelich. dafs sich unter den Dar- 
stellungen. welche man auf diese Weise aus den verschiedenen Transforma- 
ionen von @ in R ableiten kann. zwei identische befänden. so mülste es 
zwei verschiedene Svsteme geben. in denen die drei ersten Co6flicienten des 
einen resp. den drei ersten Coöflheienten des andern gleich sind. und welche 
beide die Form @ in die Form AR übergehen lassen. Dies widerstreitet aber 
dem oben Bewiesenen. nach welchem unter den unendlich vielen. in der Zu- 
sammenselzung der Systeme (7.). (9.) enthaltenen Systemen nur en einziges 
existirt. durch welches man zu einer redweirten Form gelangen kann. Da 

‚>. y keinen gemeinschaftlichen Theiler haben können. weil sonst die De- 
terminanle der Transiormationssysteme nicht der Einheit gleich sein könnte. so 


sind alle so gefundenen Darstellungen eigentliche. 
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Alle Darstellungen, welche man auf diese Weise aus einer bestimmten. 
der Form @ aequivalenten redueirten Form A ableiten kann, indem man allı 
Substitutionen von @ in R aufsucht, bilden ene Gruppe zu der redueirten 
Form R gehöriger Darstellungen. 

Nach dem bisher Erörterten läfst sich folgende allgemeine Regel zur 
Auffindung aller eigentlichen Darstellungen einer gegebenen positiven Zahl « 
durch eine vorgelegte associirte Form @ aufstellen. 

„Man suche alle redueirten Formen mil dem ersten Coöffieienten «, welche 
„der Form @ aequivalent sind: dieselben seien 
Rh, R, KK, 
„„Man bestimme alle möglichen Transformationen von @ in R; die drei 
„ersten Coeffieienten jeder dieser Transformaltionen (die erste Vertical- 
„reihe) liefern eine Darstellune von « durch @. Man bestimme darauf 
„alle möglichen Transformalionen von @ in RR’; die drei ersten Coelli- 
.„cienten jeder dieser Transformalionen liefern eine Darstellung; und so 
„weiter fort. bis man alle der @ aequivalenten redueirten Formen er- 
„schöpft hat; andere eigentliche Darstellungen. als die so gefundenen. 
„kann es nicht geben.” 
Alle diese Darstellungen sind verschieden; denn für Darstellungen derselben 
Gruppe ist dies schon bewiesen; und Darstellungen verschiedener Gruppen 
können eben so wenig identisch sein, weil es sonst zwei Substitutionen mit 
denselben drei ersten Coöfficienten gäbe, durch welche @ in zıwei verschieden: 
redueirte Formen überginge; was dem oben Bewiesenen widerstreitel. 

Die Darstellung der Zahlen hängt von der Auffindung der redueirten 

Formen und von der Transformation der Formen ab. Diese beiden Gegenstände 


werden wir in den beiden folgenden Paragraphen behandeln. 


$. 7. 

I. „„Durch jede gegebene assocürte Form können immer Zahlen dar- 
vestellt werden. welche zu einer beliebige sesebenen Zahl K relative Prim- 
zahlen sind.” 

Beweisen wir zuerst, dafs man in jeder binären eubischen Form 

ka? ıI3lary-+-5mey’-ny' 
den Variabeln #, y solche reelle ganze Werthe geben kann, dafs der Werth 


der Form durch eine gegebene Primzahl g nicht theilbar wird: vorausgesetzt. 
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dafs k, 31, 3m, n nicht alle vier durch g theilbar und dafs nicht zugleich 


k und » verade. / und m ungerade sind. wenn 9g==?7 genommen wird. 
Für q > ist entweder einer der äufsersten CGoefficienten z.B. k un- 
serade: dann nehme man x I. v==0: oder beide änfsere Coöfliecienten A 


und a» sind eerade: in diesem Falle ist nolhwendie eine der beiden Zahlen / 


und 2 gerade. die andern sind ungerade: also nehme man 2 ==|, y » 
Für g 5 können Ak und nr nicht beide durch 3 theilbar sein. Ist A 

durch 5 theilbar. so nehme man #=0, y I: ıst a durch 3 theilbar. so 

nehme man 21. v0: und sind k und n beide nicht durch 3 theilbar. 


o passen beide Systeme. 

Für q 3 ist entweder einer (oder auch beide ) der beiden äufsern 
Coöffieienten z. B. A nicht durch 4 Iheilbar; dann nehme man 2 == 1, V. 
und der Werth der Form wird nicht durch g theilbar sein: oder 4 und n sind 
beide durch # theilbar; in diesem zweiten Falle können ( und »ur nicht beide 
durch g theilbar sein. Es sei 2 2. B. nicht durch 4 theilbar, m mag übrigens 
durch g theilbar sein. oder nicht. Da das erste und vierle Glied der Form 
jür jeden Werth der Variabeln durch g theilbar ist, so kommt Alles darauf 
ı. die Variabeln so zu bestimmen. dafs das Produet der drei Facloren 

z.y(ie-my 
nicht 0 (mod. g) wird. Da / nicht durch g theilbar ist. so giebt es unter 
den q° Systemen. welche man erhält. wenn man x und v beide alle Werthe 


der Reihe 


BR 

durchlaufen läfst,. nur 4 Systeme. für welche der Ausdruck !x=-- my durch q 
Iheilbar wird; denn für jedes gegebene y genügt der Congruenz lx-—- my 0 
(mod. y) nur ein einziges x; unter den g° Systemen viebt es also —yq 


solche, für welche Zr -- my nicht durch g theilbar ist. Von der andern Seite 
befinden sich unter den g° Systemen überhaupt nur 29—1 Systeme, für welche 
einer der beiden Variabeln. oder beide 0 (mod. y) sind: aber g > 4, 
folglich um so mehr 7 — 9 >29 i: mithin bleiben immer noch Systeme 
übrie. für welche alle drei Facloren x, v, le-- my, also ihr Produet nich! 
durch g theilbar sind. 

Es sei jelzt F' eine gevebene associrte Form und ihre Variabeln u, v, w 
seien so zu bestimmen. dafs F' nicht durch die Primzahl g theilbar wird 


Aus der Form F' kann man drei binäre cubische Formen mit den Variabeln 


resp. dv, w; u, ww: u, © bilden. wenn man nach und nach erst u 0. dann 
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ve —=(), dann w—=0 selzt. Es sind zwei Fälle möglich: entweder sind wenigstens 
in einer dieser drei binären Formen nicht alle vier Coöfficienten durch g theil- 
bar, oder in allen dreien sind sämmtliche Coöffieienten durch g theilbar; in diesem 
zweiten Falle ist nothwendig der Coefficient von #v.2# nicht durch g theilbar, denn 
sonst würden alle 10 Coöfficienten der associirten Form den gemeinschaftlichen 
Theiler 4 haben; also braucht man nur u=v=—=w==1 zu nehmen und es ist dann 
F == dem Coöfficienten von wow (mod. g), also nicht durch g theilbar; wie ver- 
langt wird. In dem ersten Falle nehme man diejenige von den drei binären For- 
men, oder eine von denjenigen, für welche nicht alle vier Coefficienten durch g 
theilbar sind und bestimme nach dem Obigen die Werthe ihrer beiden Variabeln 
dergestalt, dafs der Werth der binären Form nicht durch g theilbar wird: die 
dritte Variable der associirten Form setze man =0, so wird der Werth der 
ganzen associirien Form dem der binären Form gleich, also ebenfalls nicht 
durch g theilbar sein. Für den Fall =? ist namentlich zu bemerken, dafs 
unter den drei binären Formen immer nothwendig wenigstens eine ist, in 
welcher nicht zugleich beide äufsern Coöfficienten gerade und beide mittlern 
Coöfficienten ungerade sind, weil sonst die associirte Form F' eine wneigent- 
liche wäre, welche von den Untersuchungen ausgeschlossen wurde; also kann 
man auch für diesen speciellen Fail g = ? wenigstens eine der drei binären 
Formen durch g nicht-theilbar, nämlich ungerade machen. 

Setzt man nun K = 4"4""g’""....,. wo 9, g', 9, .... verschiedene 
Primzahlen sind, und bezeichnet durch a, 9, y;: «', P', y'; a, P', y''s ete. etc. 
Systeme von Werthen von u, v, w, für welche resp. F' nicht durch g, F 
nicht durch g‘, F' nicht durch g’ theilbar ist, u. s. w., so darf man nur zu 
gleicher Zeit u den Zahlen «, @‘, «“, .... resp. nach den Moduln g, 4‘, g”, ..... 
v=Pß, Pi, Pi... w=y, y', yY', .... resp. nach denselben Moduln con- 
gruent setzen, was nach Disg. arithın. 33. immer möglich ist; für solche Werthe 
von u, vd, w wird der Werth der Form F' weder durch g, noch durch g‘, noch 
durch g‘ u. s. w. theilbar, folglich zu K relative Primzahl sein. Es läfst sich 
immer annehmen, dafs die Darstellung eine eigentliche ist, denn im entgegen- 


gesetzten Falle braucht man nur mit dem Cubus des gröfsten gemeinschaftlichen 
Theilers von v4, v, w zu dividiren. 

I. „Wenn I, K,L,T, K, L‘, T'‘, K‘, L‘ neun ganze Zahlen 
sind, g eine Primzahl > 3 ist, und in dem entwickelten und nach Potenzen 
und Producten der Variabeln geordneten Producte der drei Linearfacltoren 

(10) (u+Kv-Lw)Iu--Kv-+Lw)I’u-+K’v+L'w) 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd, XXVII. Heft 4. 13 
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sämmtliche 10 Coöffieienten durch g” theilbar sind, so kann dies nicht anders 
oeschehen. als wenn die rn Factoren 4 sich dergestalt auf die drei Linear- 
factoren verlheilen, dafs in dem ersten alle drei Coöffiecienten /, K, L durch 
g“, in dem zweiten alle drei Coöflieienten I, A, L’ durch g”, in dem dritten 
alle drei Coöfficienten 2%, AK’, L“ durch g’ theilbar sind. und dafs 


( PD ’ n 


ist: wobei übrieens eine oder zwei von den ganzen Zahlen e, 7, y der Null 
rleich sein können. 

In einem Ausdrucke von der Form /u--Krvr--Lor, dessen Coeffi- 
cienten nicht alle drei durch 4 theilbar sind, giebt es unter den g’ Systemen 
u,v, w, welche man erhält, wenn man jede der drei Variabeln die Glieder 
der Reihe 

Be, A 

durchlaufen läfst,. und deren Inbegriff wir durch (2 bezeichnen, nur g° solche. 
für welche dieser Ausdruck 0) (mod. g) wird; denn zu jedem gegebenen 
Werthe von v® und :©, deren y° sind. giebt es, wenn 2. B. / nicht durch y 
theilbar ist. nur einen einzigen Werth von , der den Ausdruck 0 (mod. 4) 
macht; oder wenn A nicht durch g theilbar ist, so giebt es zu jedem Werthen- 
paare von @ und :© nur einen Werth von v; oder wenn Z nicht durch y 
Iheilbar ist, so giebl es zu jedem Werthenpaare a, v nur ein zugehöriges w 

Hiernach behaupte ich zuerst, dafs, unter der in dem Lehrsatze gemachten 
Voraussetzune, weniestens von einem der drei Factoren ( 10.) die drei Coöffieienten 
durch g theilbar sein werden. In der That, wäre dies nicht der Fall, so könnte 
es für jeden der drei Factoren (10.) unter den Systemen (2 nur g° solche 
reben, welche ihn durch g theilbar machen: "also könnte es überhaupt höchstens 
‚y’ solche geben, für welche irgend einer dieser drei Factoren 0 (mod. ) 
wird: mithin gäbe es höchstens 349° Systeme unter denen (2, welche das Pro- 
duet der drei Factoren (10.) ) (mod. g) machen. Von der andern Seite 
wird aber dies Produet für alle g’ Svsteme 2 durch g theilbar, da nach der 
Voraussetzune seine sämmtlichen Co6ffieienten 0 (mod. 4) sind: also mülste 
nothwendige 

4 G 
sein: was der Voraussetzung q », widerstreitet. 
Da also nothwendie in einem von den drei Linearfactoren in( 10.) alle 


Coöffieienten durch 4 theilbar sind, so dividire man in demselben die letzteren 


durch g weg und schreibe den auf diese Weise erhaltenen Ausdruck an die 
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Stelle des alten. In dem Producte der drei Faetoren. welche sich nach dieser 
Operation finden, werden immer noch offenbar alle 10 Coeffiecienten durch g 
theilbar sein; es wird also wieder einer der drei Faetoren seine drei Coefficien- 
ten durch g theilbar haben; dividirt man sie durch y weg und setzt den neuen 
Ausdruck an die Stelle des alten. so werden in dem Produet der drei Aus- 
drücke, welche man jetzt erhält, alle 10 Coöfliecienten noch durch g"”” theilbar 
sein: folelich wird wieder einer der drei Facloren seine drei Co6fficienten 
durch g theilbar haben, welche man abermals durch 4 wegdividiren kann; und 
so weiter. Setzt man diese Operation fort, bis alle n Factoren y erschöpft 
sind, so werden sich, wie leicht zu sehen, diese n Facloren q wirklich in der 
Weise auf die drei Linearfactoren (10.) vertheilen müssen, wie es der Lehr- 
satz behauptet. In der That liefert jeder Schritt dieser Operation für einen 
der drei Ausdrücke (10.) eine entsprechenden Factor g: entsprechen also 
diesen drei Ausdrücken resp. e, 9, y Facloren g, so ist @-- P-- y==n, weil 
die Operation aus n Schritten besteht; 

Dehnt man den so eben für Potenzen von Primzahlen bewiesenen Satz 
auf zusammengesetzte Zahlen mit mehreren Primfactoren aus. indem man ihn 
für jeden Primfactor besonders anwendet. so lautet er wie folgt. 

„Wenn von dem Product der drei Linearfactoren in (10.) die sämml- 
lichen 10 Coöfficienten durch 


fin‘ 


ee 
theilbar sind. wo 4, g', 9°, .... verschiedene Primzahlen > 3 bedeuten. so 
ist die allgemeinste Annahme, die man machen kann. 
ı, &, ou En... 
l, K, L‘ durch gg" g”...., 
I‘, K“, L“ durch ggg” 
theilbar zu setzen. während 
a+d-+y=n, + P--y—=n, a" P"+y—=n‘, ele ist. 
II. „Für jede reelle ganze Zahl a, welche zu 3p relative Primzahl 
ist. und deren sämmtliche complexe Primfactoren d, 0’, 0, .... den Be- 


dingungen 


len plan [lee wei 
also auch den Bedingungen 
Pr)— wg za rn 
E ee ee 


genügen, lassen sich zwei conjugirte complexe Zahlen [, und {; finden, welche 
= S , | >1 
13 % 











340 97. Eisenstein, Formen dritten Grades mit 5 Variubeln. 








































die drei Congruenzen 
S=pp., Zz=ppm, &=p (mol. «a) 
befriedigen. ° 
Man sieht leicht ein, dafs die Richtigkeit unseres Safzes im Allgemei- 
nen. d. h. für irgend einen Werth von a, von der des speciellen Falles ab- 
hänet. wenn a Potenz einer reellen Primzahl ist; denn wenn a@ und a’ zwei 
reelle Zahlen ohne semeinschaftlichen Theiler sind, und 
G=pPmM, KzEpp, G:=p (mod.a) und 
’=pp, K=pp, Gap (mod.a‘) 
ist. wo £, mit &, und &, mit &; conjugirt ist, so Be man nur [, so an- 





zunehmen, dafs sie zugleich =, (mod. «) und = (mod. a’) wird, und ©; 
der conjugirten Zahl von 5, gleich zu setzen, so dafs, weil a, a reell ao 
>, zugleich = [, (mod. a) und = —£; (mod. a”) wird, und man wird 


is “dl “aldi 


S’=pp, (mod.aa‘), & pp, (mod. aa‘), SS =p (mod. aa‘) 
haben: also läfst sich der Gegenstand immer auf Potenzen reeller Primzahlen 
zurückführen. 
Es sei q eine von p verschiedene reelle Primzahl >3, und «—g". 
Es sei zuerst g =? (mod. 3), also g zugleich complexe Primzahl. Da 
| PR | - | ist, so existirt eine complexe Zahl {,, für welche S/ = pp, (mod. g”) 
(Vergl. „Beweis des Reciprocitälssatzes für die cubischen Reste. $. 2.” im 
27ten Bande dieses Journals), und man kann durch Hinzufügung von Viel- 
fachen des Moduls den Fall immer so einrichten, dafs {, zu p relative Primzahl 
ist *). Bedeutet {, die der Z, conjugirte Zahl, so hat man auch, da 9” reell 
ist, (= pp, (mod.g”). Aus den beiden eben geschriebenen Congruenzen 
folgt durch Multiplication, wenn man 5, = y setzt, so dafs v—= N({,) reell 
ist. vy =p° (mod. g”), oder 
(w—p)(w-+-pw-+p') = 0 (mod. 4"). 
Der zweile Factor, welcher eine quadratische Form mit der Determinante — 3 
kann nicht durch die Primzahl 4 von “er. em 3m-+-?2 theilbar sein; mit- 
hin ist nolhwendig y=p (mod. g"), d.h. == p (mod. 4”). 
Es sei zweitens g=1 (mod. 3) und a wo d,, Ö, conjugirte 
complexe Primzahlen sind. Da 





*) Man findet zunächst &, so, dafs &? = pp, (mod. q) ist, und dann steigt man 
nach einer bekannten Methode zu den höhern Potenzen des Moduls auf. (Vergl. Gauss, 
Disq. arithım. 85, 101, oder Dirichlet, Recherches sur les formes quadr. $. 9.) 


a 











‘ 
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[>] — 1 und Eu u } 


ist. so läfst sich den beiden Congruenzen 
2’ pp, (mod.d/). z’=pp, (mod. 05) 
genügen; und zwar durch reelle Werthe von z und 2’. Diese beiden Congruen- 
zen geben, wenn man überall o mit o° vertauscht, noch die beiden folgenden : 
’= pp, (mod. d}), 2" =pp; (mod. d/). 

Multiplieirt man die erste mit der vierten und setzt z2’—=w, so ergiebt sich 
vw’ = p° (mod. d7), oder (w—p)(w— op)(w—e’p)=OV (mod. 07). 
Von diesen drei Factoren können nicht zwei zugleich durch d, theilbar sein. 
weil sonst auch ihre Differenz (1—o)p oder (1— o°)p oder (ge —0o°)p durch d, 
theilbar wäre, der über g gemachten Voraussetzung zuwider: also ist nolh- 
wendig einer der drei Factoren durch den ganzen Modul Ö/' theilbar, und man 
wird z und <’ immer so annehmen können, dafs dies der erste ist; denn da 
o und o° selbst reellen Zahlen nach dem Modul d/” congruent sind, so eh man. 
wenn die gefundenen Werthe von 3 und 2’ nicht schon den ersten Factor 
y—p durch Öd/' theilbar machen, dies dadurch bewirken, dafs man an die 
Stelle von 2° die der complexen Zahl o°z‘, oder die der complexen Zahl o2' 
congruente reelle Zahl setzt. Wählt man, nachdem dies geschehen, eine com- 
plexe Zahl {,. welche zugleich =2 (mod. d7) und = 2° (mod. 07) ist, und 

nimmt für &, ihre conjugirte Zahl, so werden die drei > 


n» Is 


G=pp, (mod. g”), Z=pp; (mod.g"), &=p (mod. g") 
erfüllt werden. In der That ist {, = z (mod. 07), also 5’ = 2°’ = pp, (mod. dY). 
und S, = 2° (mod. 7), also =z"”=pp, (mod. 05); folglich ist die Diffe- 
renz SC’ — pp, durch die beiden relativen Primzahlen d/’ und d/, mithin auch 
durch ihr Product g” theilbar. Ferner hat man, da &, zu {, conjugirt und 
2, z’ reell, also sich selbst conjugirt sind. 
&=% (mod.d}), &=z’ (mod. d7), 
folglich 
G=zr’=pp (mod.ld)),, Z=z”=pp, (mod.dY), 
mithin auch 
, = pp, (mod. g”). 
Endlich hat man Z,&,=z7z we 07), also = y=p (mod. df): aber 





,& und p sind reell, folglich kann die Differenz &,&;— p nicht anders durch 
dr theilbar sein, als wenn sie zugleich durch q" theilbar ist; was zu be- 
weisen war. 
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Ws würde nicht schwer sein, die Anzahl der Auflösuneen der Con- 
oruenzen zu bestimmen: aber da die Kenntnifs dieser Anzahl keinen Vortheil 


für unsern Zweck hat, so übergehen wir ihre Bestimmung der Kürze weoen und 





I 


wenden uns zu dem Hauptigegenstande dieses Paragraphen, der Auffindung 





der redueirten Formen. 































IV. Die bisherigen Untersuchungen dieses Paragraphen führen zu der 
lösung des folgenden wichtigen Problems: 
Alle reducirten Formen zu finden, deren erster Coeöffieient a eine 
gegebene positwe ganze Zahl ist, die mit ? Pppı —pp.) keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler hat. 
is sei allgemein # irgend eine associirte Form mit dem ersten Coeffhi- 
cienten a. Man selze 
(11.) HF au ,v--Kw)au- uv- ww)(au+rv--v'w), 
/ b--(c+do)n+(c+de)9, W“—=b'-(c--deo)n+(c do) u.s.w.. 
wie in $. 6.. während 
(12.) FE Pe FE ee  ; 
reelle ganze Zahlen sind, die der Bedingung 
(13.) cd— ed —=a 
oenüoen. Das Problem verlangt offenbar nichts anders. als die sanzen Zah- 
len (12.) auf alle möglichen Arten so zu bestimmen. dafs 
I) in dem entwickelten und geordneten Producte der drei Factoren auf 
der rechten Seite in (11.) alle 10 Coeflicienten den gröfsten vemein- 
schaftlichen Theiler @ haben (A.). 
2) dafs die Bedingung (13.) erfüllt wird (B.) und 
3) dals den Bedingungen (9.) genügt wird, nemlich dafs 
(9) ea oh BZI<P Ber ZE € 0. Ent 
ist. während /f jede mögliche Zerfällung der Zahl a in das Product zweier 
Facioren vorstellen kann (Ü). 
berücksichtigen wir zuerst hauptsächlich die Bedingung (.4.). Da in dem 
entwickelten Producte der drei Factoren (11.) aile Coöfficienten durch «a° theil- 
bar sein sollen. so wird dies namentlich auch von den Coöfficienten von v’ und 
ce’ oelten. welche foleende sind: 
7 (6 -ppilce +deo)’- ppic - de?’ —3pb (c-+do)c-+d oe). 
er) Ib’ ppı\c d’o)' rpp:.|ic d’ o° 3pb' e+ d’ o)(c' d'o'). 
Es sei g irgend ein reeller Primfactor von a und g" sei die höchste in « 


aufgehende Potenz von g, so werden die beiden Ausdrücke in (14.) durch 
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q” theilbar sein. Da wegen der Gleichung (13.) die höchste in die vier 
Zahlen e, d, ce‘, d’ zugleich aufgehende Potenz von g nothwendig — ygy' sein 
mufs, so wird entweder für die beiden Zahlen e, d, oder für die beiden Zahleı 
ec’, d‘ die höchste in beide aufgehende Potenz von g nolhwendig ,y" sein. 
Es sei dies z. B. für die beiden Zahlen e und d der Fall: dann wird um so 
mehr die höchste Potenz von 4, welche in die drei Zahlen 5, e, d zugleich 
aufgeht und welche wir durch g“ bezeichnen. ygy' sein. Dividirt man folg- 
lich die erste der beiden Formen (14.) durch 4“, welches y” also gewils 

y” ist, und durch die Cuben der übrigen gemeinschaftlichen Faeloren von 
b, c, d fort. so wird die nach dieser Operation übrige bleibende Form immer 
noch durch 4 theilbar sein. Hätte man angenommen, dafs für e‘, d’ die höchst 
Potenz von g, welche beide theilt. Yg" sei. so würde man dasselbe Resultat 
für die zweile Form (14.) erhalten. Wir schliefsen hieraus nach 8... dafs 
die Primzahl g ein Theiler der Form $ sein mufs und dafs folglich für jeden 
eomplexen Primfastor 0 von a die Bedingung 


- u Er 
(15.) I. d j 


oder. was nach dem eubischen Reeiprocilälssalze dasselbe besaot. dafs für 


jeden reellen Primfactor q von « die Bedingung 
7 9 Ä 
(16.) — $ erfüllt werden muls 
Pı- 


Wenn also nicht für jeden Primfaclor von a die Bedingungen (15.). 
(16.) erfüllt werden, so gtebt es gar keine zu a gehörigen reducirten Formen. 
Nehmen wir also an. dafs die Zahl « allen in der Gleichune (15.) 
oder (16.) enthaltenen Bedingungen genügt. Da jeder compiexe Primfaclor d 
von a der Gleichung (15.) genügt, so lassen sich nach Ill. zwei conjueirte 


complexe Zahlen {, und S; finden, welche die drei Congruenzen 


(17.) “=m., Kz=PrP, p (mod. «@) 
erfüllen. Setzt man der Kürze weeen 
au-bv- bw IR 
CU--Cw V, 


dv-dw= W, 
V--Wo Yr, !’-We =Z, 
so nimmt das entwickelte Product der drei Factoren in (11.) die Form 
(18) (U-- Y7-- ZI U Yor- Zo’9) U--Yo',-+ Zo4I 
U’ pp Y'-+pp Z#— 3pUYZ 
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an. Wesen der Congruenzen (17.) ist dieser Ausdruck (18.) congruent dem 
folgenden Ausdrucke (mod. a’) 
(19) U+-37+532—3U7Y7%Z, 
unabhängig von den Werthen, welche man den Variabeln a, v, w giebt; und 
ordnet man sowohl (18.) als (19.) nach «, v, w, so werden in diesen beiden 
Ausdrücken je zwei entsprechende Co£fficienten nach dem Modul @° congruent 
sein. Da nun alle zehn Coöflicienten des geordneten Ausdrucks (18.) durch 
a’ theilbar sein sollen, so ist es nöthig und hinreichend, dafs dasselbe auch 
für den Ausdruck (19.) der Fall ist; der Ausdruck (19.) ist gleich dem Pro- 
ducte der drei reellen und ratzonalen Factoren 
(20.) U- YL,- ZZ) U Yo&- Ze5)(U+ Yo’ö, r Zei) ’ 


| 


folglich ist es nöthig und hinreichend, dafs in dem entwickelten und nach w, v, w 
seordneten Producte der drei Factoren (20.) alle zehn Coöfficienten durch a‘ 
theilbar sind. Das Problem ist also jetzt darauf zurückgeführt, die ganzen Zah- 
len (12.) auf alle möglichen Arten so zu bestimmen, dafs in dem entwickelten 
und nach den Variabeln , ©, w geordneten Producte (20.) alle zehn Coeffieien- 
ten dureh @ theilbar sind und dafs die Bedingungen (B.) und (C.) erfülli werden. 
Die Bedingung, dafs «@° nicht blofs gemeinschaftlicher Theiler, sondern gröfster 
oemeinschaftlicher Theiler der Coöfficientien des entwickelten Productes (11.) 
sein soll, wird dann schon von selbst erfüllt; wie wir später sehen werden. 

V. Da in dem nach u, v, w geordneten Producte (20.), welches 
wir durch 

(21.) (au-Kv-+Lw)(au-K'v-+L’w)(au- K'v-L'w) 


bezeichnen und wo 


RK —b+(c+do)a+(erde)&; L=b'--(c'-+d'o)5.4 (e' +-d’e?)E:: 
—b+c( +6) do eG); === b’--c'({, +&)- d' (05.4 0%); 


\ 


K' — b-+c(& +0) det rei); L' = b'’+c'(od, te? 


2) +d(e°%,+0%;): 


< 


UE 


K'— bee te )+ dr); L’=b' tee te 


& 2) 1 d' ( C, . 6 
geselzt wird, alle neun Coöflliecienten der drei Factoren reelle ganze Zahlen sind. 
so schliefsen wir nach II., dafs die allgemeinste Annahme, die man machen 


kann, damit das Product, entwickelt, alle zehn Coefficienten durch 


?n! di an" 


u“ ggg 
theilbar habe, die folgende ist: 
(® AK, L  theilbar durch RR au ag 
(D.) 4, KR’, L‘ theilbar durch ggg?" ...., 
E. K“, L‘ theilbar durch grg’r'g‘'r" 
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wo 
a-++Y 38, a--B--yY ın, a" BP +y“ In" ele. ist 
Sehen wir, welche Werthe den Exponenten «. 9. y u. s. w. gegeben wer 
den können. 
Das lineäre Svslem 
1% KK, L | 
(22.) EEE (u 7 
la, K“, 1) 
ıst olfenbar aus den drei Syslemen 
4 u %& | 1,0,0) a,b, | 
) mA 0, 31:9 und 2.0, 
u -\ 0, 1, €’ | 0,4, d 


zusammengesetzt, deren Determinanten resp. die folgenden sind: 


se—o)ii; E—o; alced — cd) — a: 


also ist die Determinante des Systems (22.) 


— —9acı 
folelich die des Svstems 
ji KR, L 
3 Tı. EL) = ir 
lı.X, Le) 


Aber da a zu 2(pp, —- pp;) relalive Primzahl und p,—p, durch 3 theilbaı 
ist. so ıst auch « zu 9 relative Primzahl. Ebenso ist « zu [,{, relative Prim- 
zahl: denn wenn es anders wäre. so müfste wesen der dritten der drei Con- 
sruenzen (17.) auch p mil « einen gemeinschaftlichen Theiler haben: vegen 
die Voraussetzung. Die Determinante des Systems (23.) kann also keinen 
der Primfacloren von « in einer höhern Potenz enthalten. als in welcher der- 
selbe in @ vorkommt; also ist diese Determinante durch g', g” ete. theil- 
bar, aber durch keine höhere Potenz von 4, g', etc. Andrerseits erhellei 
aus dem Bildungsgeselze der Determinante. dafs, wenn z. B. für, den Prim- 
factor g, @ die gröfste der drei Zahlen «, 5, y, oder wenigstens nicht kleiner 
als irgend eine von den beiden andern ist. diese Determinante nothwendie 
durch g°'? theilbar sein mufs. In der That enthält diese Determinante sechs 
Glieder, von denen jedes aus drei Factoren besteht, nemlich aus einer Einheit, 


aus einer der Horizontalreihen genommen, aus enem K(K’, RK’) und einem 


L<(L‘, L‘“), aus den beiden andern Verticalreihen genommen. Jedes der 6 Glie- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 4. 44 
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der mufs also dureh eine der drei Potenzen 


Due a Zei 


Iheilbar sein. Da nun g”'’ die kleinste der drei Polenzen ist, so theilt die 













letztere die beiden andern. folelich alle sechs Glieder der Determinante Es 



























folet hieraus und aus dem vorhin Bemerkten : 


> Fr n. 
Von der andern Seile ist « n, weil « durch g“ theilbar ist; und aus 
ler zuerst geschriebenen Ungleichung folgt a + P--y = @a--n, also, wegen 
4-7 In, In .a-n, ne. Es mufls also zugleich r —_ « und 
N e sein. Welches 
Ü n 
erfordert. Unter den drei Zahlen «, 2, y ?st demnach nolhwendig erne 
n, während die Summe der beiden andern ebenfalls n ist. Ebenso 
wird bewiesen, dafs unter den Zahlen «’, 5’, y’ nolhwendig eine n’ und 
die Summe der beiden andern n’ ist; und so weiter (E.). 


Durch die Bedineung (#.) wird die Anzahl der möglichen Combi- 
nalionen bedeutend beschränkt. Ich behaupte aber jetzt, dafs alle diese Com- 
binalionen «, , Y > Br, :$ Yo; eic.. welche der Bedineune (E.) venügen . In 
(D.) wirklich vorkommen können und dafs jeder derselben ene und nur eine 
"eduerrte Form entspricht. 

\1. Um diese Behauptung zu beweisen, wollen wir die Werthe ef, 
C 0. d E aus (9.) in die Ausdrücke für X, L u.s. w. einführen. Man 
erhält dadurch 

| Ah D--E (CL, ab d(eü,+eZ%),| 4 -bW’-l(oeü too): 
(24.) K' bt -eS)+dleü, zei), | L ("at eQ)- 

Kst tdn in, |Dertrt&tb) 
und alles kommt darauf an. zu zeieen. dafs es immer ein. und nur ein System 
von Werthen 5b, b‘, t, t, d giebt. für welche 5 und 5b‘ in der Reihe 

2 Bi 
lleven. /f a ist. d in der Reihe 
u 32 
liegt, und für welche den Congruenzen 
K I; 0 (mod. ggg ....). 
K L‘ = 0 (mod. 4’g'"q’” ....), 
GG LI 0 (mod. Fig ....) 


genügt wird. wo «, /, y irgend eine gesehene Combination von ( nicht negali- 
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ven) ganzen Zahlen ist, von denen eine —=n und die Summe der beiden andern 


ebenfalls n ist, ferner «‘, 5‘, y’ irgend eine gevrebene Combination von vanze: 
Zahlen ist. von denen eine, und die Summe der beiden andern —n’. u. sw 


Unter der grofsen Anzahl von Fällen, welche sich hier unterscheiden 
lassen. wollen wir einen ad libitum nehmen. welcher das beste Licht über 
den Gegenstand verbreiten kann; es wird dann leicht sein. nach diesem Muste:; 
die Untersuchung für die übrigen Fälle anzustellen. 


Es seien drei Primzahlen 4, 4‘, g°‘ vorhanden. Von den drei Exno- 
Ex} 


nenten @, 2, y sei @ der kleinste, „y=n und «4-7 n; von den drei 
“ f s z I L) a „ IE, ig ‘ ’ Ayr' 

Exponenten «‘, 3, y‘ sei ?* der kleinste, e'=n‘, p'--y n’: von den 
drei Exponenten «, 9, y“ sei 7 der kleinste, 9’ —n', a’ y'—n 


Dies ist einer der Fälle, welche die grölste Mannigfaltiokeit darbieten. 
Löset man die drei Gleichungen für A, K', K’ nach b, £, d, als den 


Unbekannten. nach der bekannten Methode der Determinante auf. so erhäl 


man. da 9°, die Determinante des Systems ist. 
ar 7 ar 7 a a 
— 95 5b, IcıSal, — I, od 


als lineäre Funetionen von K, K’, K’ mit ganzen Coöffieienten auseedrück! 
Da nun —9{,£, relative Primzahl zu « ist, so wird jeder in # aufrehende 
semeinschaflliche Theiler von X, A/, K’ in db, f, d zuoleich aufoehen. Da 
von der andern Seite g° die kleinste unter den drei Potenzen 1, qq" ist, 
also alle drei theilt, da y’” die kleinste unter den drei Potenzen 4", gi, g” 


ist. also alle drei theilt, da endlich g‘ die kleinste unter den drei Potenzen 


y' Ar. er, gr“ 


alle drei. also auch 5, f, d alle drei, durch 


y“ gr g' 44 


ist, also alle drei theilt, so müssen nothwendie K, K’, K’ 


theilbar sein. 
Löset man die beiden Gleichungen für L’ und L’ nach b’ und U auf. 
so erhält man 
1—0o°)(Sı -00, :%, | 1—0°)(5: — o&).t‘ 


als lineäre Functionen von L/, L’. Ebenso erhält man. wenn man die Glei- 
ehunsen für Z, L', für L, L’ nach 5’, !’ auflöset. 


c 1» 7 


MW; (1—0o)(C, — 0°’). 


ww. a 77 


als lineäre Functionen von L, L’ und 
eo) —5)b, (—o)c —L)t 


als lineäre Functionen von L, 4‘. Ich behaupte, dafs die drei Multiplicatoren 


Ä a1,“ \ \y” 2. 2 
I-e)\sı1 0), Ad-o)(a—e 5) (eo) (a — &) 


44% 
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zu a relative Primzahlen sind. In der That: da 1—o, 1—o’, 0°—o nicht 
in @ aufeehen. so ist nur zu zeigen, dafs £, keiner der drei Zahlen &,. 0o& 
°C, nach einem Theiler von « eongruent sein kann; wäre das letztere mög- 
lich. so müfste auch {== & nach demselben Theiler sein: aber [= pp.: 
A pp; (mod. a), also mülste auch pp, — pp; einen gemeinschaftlichen Theiler 
reoen die Voraussetzung. 


De 


Da nun Z/ und L” beide durch q°, L und Z’ beide durch yT, 1. 


nd Z’ beide dureh Aal theilbar sein sollen. so müssen 5‘ und beide durch 


mit @ haben. 


d 


aa’ gg“ 
Iheilbar sein \ber das Produet von 
Fa und gig ist d, 
und von der andern Seile ist /F a, also kann nur 
/ gig, f ed ie Sa 
seselzt werden. Mithin haben nothwendiyg t und U die beiden eben ye- 


schriebenen Werthe, b, d sind durch t, und b‘ :st durch tÜ’ theilbar. 
Die Congruenzen 
N 0 (mod. g‘). L 0 (mod. 4°), L‘' 0) (mod. g”). 
ınd ebenso die Congruenzen 
% 0 (mod. g). Li‘ 0 (mod 4). L’=0 (mod. g’’), und 
% 0 (mod. yT), L’=EO (mod. gr). L 0 (mod. g‘‘“) 
sind durch diese Annahme schon befriedigt: es bleiben also für jede der drei 
Primzahlen noch drei Coneruenzen zu lösen. 


Zunächst ist jetzt 5° so zu bestimmen, dafs 


IL 0 (mod. g"). I; 0 (mod. y””). L‘ 0 (mod. g’) 
werde. Der ersten dieser drei letzieren Coneruenzen oenüet offenbar ein. und 
- 
nur ein Werth von 6‘, für welchen O b'- y' ist; der zweiten genügt ein, und 


in! 


nur ein Werth von b‘, für welchen OÖ b’Zg'” ist; endlich genügt der dritten 
ein. und nur ein Werth von 5b‘, für welchen O b’- y“ ist: folelich venüet 
nach Desgy. arithm. 33. allen dreien zugleich ein. und nur ein Werth von 5‘, 
für welchen 
0) "<<", ah © b' <a ist. 

"ür 5‘, eben wie für ? und , stimmt also das Resultat mit der Behauptung 
vollkommen überein. Es bleibt noch die Betrachtung von 5 und d übrige, welche 
den drei folgenden Systemen von Congruenzen genügen müssen: 


\ % 0) (mod 7) ). K 0 (mod. q "y KR (0) (mod. yry, 


(25.) 


ık 0 (mod. ), ı A’ 0) (mod.y’).|) A 0 (mod. y ). 
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Wir wollen besonders das erste dieser drei Systeme untersuchen; die 


beiden andern «eben Veranlassung zu eanz ähnlichen Betrachtungen. Da 
y—=n pP ist. so wird die Congruenz AK’ ==0 auch nach dem Modul g” er- 
füllt werden. Eliminirt man erst 5, dann d aus den beiden Congruenzen 
K'=0 (mod. g’), K’=0 (mod. g”), und bemerkt, dafs nach dieser Elimi- 
nation der Multiplicator von 5 und d zu «@ relative Primzahl ist, so erhellet. 
dafs durch dieselben d, d nach dem Modul g” vollständig bestimmt sind; man 
kann also d der Bedinseune 0 d< g’ eenücen lassen: ebenso kann man 
b==b,--ky” selzen, wo 0° d,<g” und k eine unbestimmte ganze Zahl 
vorstellt: und d und 5, werden vollkommen bestimmt sein. Es bleibt noch 


die Coneruenz K“ 0 (mod. g’) zu erfüllen, d. h. die Congruenz 


uk He oe )+dü- 5) 0 (mod. g’ 7 


oder 
b,+Koeü +o&)+-dü +0 aa | 
k = — — (mod. g"” is 
7 
welche. da der Bruch zur Rechten dem Vorisen zufolee einer eanzen Zahl eleich 
ist. einen vollkommen bestimmten Werth für 4 liefert, für welchen 0 Ag 
ıst. Dadurch aber ist auch 5 vollkommen und der Bedineune © J; y' ge- 


nücend bestimmt. 
Durch das erste der drei Systeme (25.) sind also 5, d vollkommen 
nach den Moduln resp. g”, g” bestimmt; ebenso sind durch die beiden an- 


dern Systeme (25.) Ö, d respective nach den Moduln g‘ 4", 75 
Syste- 


dd 


gg, g““ vollkommen bestimmt; da also 5 und d allen drei 
men zugleich senüren sollen. so ist 
b vollkommen nach den Moduln 9”, 4, 4” bestimmt, also auch nach 
ihrem Producte a: 
d ist vollkommen nach den Moduln g’, 4°, g'““ bestimmt, also auch nach 
ihrem Producte gg" —t‘: 
folglich giebt es nur einen Werth von D und nur einen Werth von d, fü 
welche 
0 <a, 0 d<t 
ist, und welche den sechs Conegruenzen (25.) genügen. 
Dasselbe Resultat erhält man. wie erofs man auch die Anzahl der ver- 
schiedenen Primfactoren von «a, und welche Combinalion (E.) der Exponenten 


man auch nehmen mag. Um uns verständlicher zu machen, nennen wir den 


kleinsten Factor die kleinste von dreien Potenzen, wie 9°, g', gs; ebenso den 
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oröfsten und mittleren Factor die gröfste und mittlere von solchen drei Potenzen: 
und analog. wenn alle Buchstaben beliebig oft accentuirt sind. Wie erofs nun 
auch die Anzahl der Primfacloren von @ sein mag. und welche Combinationen 
der Exponenten man auch bilden mag: immer wird sich durch dieselben Betrach- 
inoen wie oben zeigen lassen, dafs t gleich sein mufs dem Producte aller 
kleinsten, U gleich dem Produete aller mittleren Factoren, und dafs b, d 
durch t. und b’ durch Et theilbar sein müssen. Durch diese Annahmen wird 
chon der einen Hälfte aller zu erfüllenden Congruenzen genügt, während von 
der andern Hälfte ein Drittheil die Zahl 5’ nach allen gröfsten Factoren als 
\loduln. also auch nach ihrem Producte @ vollständige bestimmt. und die andern 
‚wei Dritiheile die Zahlen 5, d nach allen resp. gröfsten, mittieren Factoren. 
als Moduln. also auch nach @ resp. vollständig bestimmen. Jeder Combi- 
nalion entspricht also ein vollständig bestimmtes Z und 7, und ein, aber auch 
nur ein Svstem von Werthen für 5, d und 5’, für welche 
() ba, VÖ u u. b'’ <a ist. 
Ile die so gefundenen Systeme genügen der Bedingung (B.), denn 
ist cd c'd t—098 ft d. 

Könnte man also noch zeigen. dafs für alle diese Systeme die 10 Co6f- 
licienten des entwickelten Produets (18.) zwar durch «°, aber aufserdem durch 
keine andere Zahl tiheilbar sind, so würde unsere Behauptung vollständig er- 
wiesen sein Welches auch der eröfste semeinschaftliche Theiler A dieser 
I0 Coöffieienlen sein mae. immer muls er ein Theiler von a’ sein: denn « 
is! der erste der 10 Coöffieienten. Aber das Product der drei Factoren in 
20.) ist in Bezug auf alle zehn Coefficienten dem Producte (18.) nach dem 
Modul #° coneruent, folelich ist auch A gröfster gemeinschaftlicher Theiler der 
Coeffieienten des Produets (20.). Ginge nun irgend ein Primfactor von «, 
.B. q, von einer höhern Potenz in 4 auf. als in welcher er in «’ enthalten 
isi. so müfste sich diese Potenz von g nach II. dergestalt auf die drei Linear- 
faetoren (20.) vertheilen. dafs der erste. zweite. dritte seine drei Coeflicien- 
ten resp. durch 4“, g°, q’ theilbar haben müfste, während @«--P9--y > 


wäre \us dieser Annahme schliefst man. ganz wie oben in V.. dafs die 


In 


Summe der beiden kleinsten von den drei Zahlen @, 5, y, z.B. P-y.n 


» 


sein mufs,. also auch e-- 9 —-y n--e: aber jetzt ist nicht wie oben 
!n—= «a -+P-y, sondern In <a—P-+y, also folgt Xn<n-+a, n<ea; 
aber auch n —  «, weil @ durch g“ theilbar sein soll, folglich ist zu gleicher Zeit 


ne und an - «@, was sich widerspricht: also ist nothwendig A==«'; denn 
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dafs die höchste in % enthaltene Potenz irgend eines Primfactors q von «a auch 
nicht — g” sein kann, erhellet schon aus der obigen Bestimmung der Werth: 
von db, d,b’, t,t. 


VI. Da jeder Combination aus nieht-negativen eanzen Zahlen 


rs 
$ . 
> 
P 
Li 
= 
> 
> >“ 
- 


» At, 
. 
in 
- 
in 
. 
ee 
S 
E 
- 
> 
- 
Es 
n 
« 


wo in der ersten Horizontalreihe ein Element und die Summe der beiden an- 
dern — n, in der zweiten Horizontalreihe ein Element und die Summe dei 
beiden andern n’ ist u.s. w.. eine und nur eine redueirle Form entsprich| 
und da alle diese reducirten Formen verschieden sind ( denn für jede gegeben: 
redueirte Form sind die drei Factoren des Produets (20.) vollkommen bestimm! 
und da sämmtliche Goeffieienten dieses Produets durch @° und nur durch a 
Iheilbar sind. so entspricht jeder redueirten Form nur eine vollkommen be- 
stimmte Vertheilung der Facloren von «@° auf die drei Facloren des Produels (20.) 
also auch eine und nur eine vollkommen bestimmte Combination (F.) ): so is! 
die Anzahl aller redueirten Formen gleich der Anzahl der möglichen 
Combinationen (E). Man erhält die Anzahl dieser letzteren offenbar. weni 


man einzeln die Anzahl der Combinationen «, >, Y die Anzahl der Combina- 





tionen «'‘, 9, y', die Anzahl der Combinationen @“, 5°, y’, u. s. w. bestimmi 
und das Produet aller dieser einzelnen Combinationszahlen bildet. Alle Com- 
binalionen «, 9, y sind in dem folgenden Schema enthalten: 

et, P; Gr Pe: ER un Be 7 B, Y 

n, 0), mw} MM; nn, - 8 | ),. weh 

n, I,’ ’a—-1i1|n—I,n, I I. na—I,n 

n, 2, n—?2| n—?2, n, ? | 2... n—?. nn 

n, 9,..n—3 | n—J3.n, 9 3. Nn—3. N 

n, n—], 2 I 2. nn, n—2| n—2, 2, 0 

n,s—1, 1 | 1, n, a—1|an-—l, 1, 
ihre Anzahl ist folglich =3n; ebenso ist 53n’ die Anzahl der Combinationen 


/ J dd 


a, P, y', 3n‘ die Anzahl der Combinationen a‘, 9°, y‘‘, u. s. w.; mithin 


ist die Anzahl alier Combinationen (E.) 
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ebenso erofs ist also auch die Anzahl der redueirten Formen. 
Folvendes ergiebt sich demnach als Resultat der Untersuchung: 
„Damit es redueirte Formen mit dem ersten Coefficienten a gebe, 
welcher relative Primzahl zu 2(pp —pp;) vorausgeselzt wird, ?st es nö- 
(hig und hinreichend, dafs jeder reelle Primfactor von a cubischer Rest zu 
p sei. Wenn diese Bedingung erfüllt wird, so lassen sich alle redueirten 
Kormen nach Anweisung von IV., V. und VI. finden; und setzt man 


n n N n 
s— ir 
so ward die Anzahl der zu a gehörigen reducirten Formen durch die Formel 


) 


= ZU 


zur 


.N,. 


i > 4 


ausgedrückt, also durch das Product aller Exponenten der verschiedenen 


Primfactoren von a, multiplieirt mit einer Potenz von 3, deren Kxpo- 
nent gleich ist der Anzahl dieser Primfactoren. 

Man bemerke wohl. dafs das Resultat seine Gültiekeit in dem Falle «a l 
nicht verliert; in diesem speciellen Falle sind gar keine Primfactoren g >I1 
vorhanden. also giebt unsere Formel 3 Il; und in der That existirt nur eine 
redueirte Form mit dem ersten Coeflicienten I. nämlich die Grundform &, für 
welche d D.C I 0). b I, ud, et uf List. 


Wir eehen zu der Transformation der associirten Formen über. 


S. 5 


er Transformation der associıirten Formen. 


I. .„.\enn zwei lineäre Systeme mit 3 Variabeln, 9 und T', deren 
Determinante wi | vorausselzen,. durch ihre Zusammensetzung das System 
N hervorbringen, so behaupte ich Folgendes: 1) Sind die Coöfficienten beider 


— 


Systeme 8 und 7 ganze Zahlen, so sind die Coöfficienten des Systems N’ 
sanze Zahlen. 2) Sind die Coöffieienien eines der zusammenselzenden Systeme 
und die des zusammengeselzten Systems ganze Zahlen, so findet dies auch 
lür das zweite zusammensetzende System Statt. 3) Sind die Coellicienten des 
einen zusammenselzenden Systems ganze Zahlen und die des andern Brüche 
mit dem Nenner 32, welcher weniestiens in einem Coöflicienten keine weitere 
Reduelion zulälst. so können auch die Coeflicienlen von 8’ nicht sämmtlich 
oanze Zahlen sein. sondern einiee oder alle werden den Nenner m haben. 
aber auch keinen andern Nenner, und weniestens ein Coefficient des Systems 


N’ wird ein irredueibler Bruch sein I) Wenn N und NS’ oeoebene Svsteme 
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mit ganzen Coefficienten sind, so lälst sich immer ein, und nur ein Syst. 
mit ganzen Coöfficienten aufstellen, welches mit N zusammengesetzt N 
vorbrinet: und sind 7 und 8’ mit eanzen Coefliecienten veeeben. so läfsı 
immer ein. und nur ein System S aufstellen, welches mit 7’ zusammenges 
S' hervorbrinet; oder. mit andern Worten: in der symbolischen Gleichung zw 
schen Systemen mit ganzen Üoöllieienten 
sxT ny 

ist jedes der drei Svsteme durch die beiden andern vollständig bestimmt 

Alle diese Behauptungen folgen mit Leichtiekeit aus dem Umstande. da! 
die Coöfficienten eines zusammengeselzten Svstems lineäre Functionen sind. so 


wohl in Beziehung auf die Coöflieienten des einen, als auf die des andern der beide 


kr‘ 





zusammensetzenden Systeme. Hieraus ergiebt sich die erste Behauptung unmi! 
telbar. Was die zweite Behauptung betrifft, so bemerke man. dafs die Dete: 
minante des Systems S, so wie die des Systems T, der Einheit oleich is 
dafs folglich die umgekehrien Systeme von NS, T, welche wir resp. dure! 


l 1 . .. h) EN . \ . pp oo 
bezeichnen, mil resp. 8, T' zugleich ganze Coöffieienten haben. D 


5s’T | = 
» \ 1 \ | Zu | r a ar » . 
nun offenbar SS’ x „.. T: x.» ıst. so Iindet sich die zweite B: 
£ 


hauptung auf die erste zurückgeführt. Da ferner aus der lineären Beschaffen 
heit der Coöffieienten von 8° folgt, dafs, unter Voraussetzung »oanzer Goelhi 
“ I ° .;. 4 1 ’y\ \ l 4 
cienten für eines der beiden Systeme 5 oder 7, der Generalnenner der Coöt 
firienten des andern durch den Generalnenner derer von 8“ theilbar sein mul 
| 

er oder wegen T= RS x 5°, auf älın 


liche Art folet, dafs der erste (Greneralnenner ein Theiler des zweiten sei 


und da umeekehrt. wesen 8 NS’ x 


mufs. so theilen diese beiden @Generalnenner sich gegenseitig, und sind fole- 
lich einander gleich; und somit ist auch die dritte Behauptung erwiesen. Di 
vierte Behauptung ist ebenfalls leicht zu beweisen. Wenn die beiden Sy 
steme ÖS und T geveben sind, so ist dadurch 5° vollkommen bestimmt: und 
haben die beiden ersteren ganze Coöflicienten, so wird dies nach 1) auch fü 
das letztere der Fall sein. Es sei 7 ein noch unbekanntes System, welche 
der Gleichung S x T= 8° oenüst: da die beiden Systeme zur Linken un: 
zur Rechten dieser Gleichung identisch sein sollen, so wird diese Idenlitä 
nicht aufhören, wenn man das System : mit beiden zusammensetzt; wodure! 


1 Y a > (a m 1: : 
man T = ce 7 N erhält: 50 dafs also tür I dieses. und nu dieses vollkommen 


, 


bestimmte System genommen \ erden mufs. Ebenso erhält man. wenn ZT und 8 
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;eoeben sind. durch Zusammenselzune beider Seiten der Gleichune N x T — 9 


| R ’ 2 ’ 
mil dem Svsliem n: für 5 das vollkommen bestimmte Svstem 


n) N > 

er 
\lles dieses gilt auch für lineare Svsteme mit n Variabeln, deren De- 
rminanle | ıst. Man kann hierauf beiläufie einen Aleorithmus der Rech- 
nung mil linearen Svstemen gründen: welcher darin besteht, dafs man aul 


vmbolische Gleichungen zwischen linearen Sysiemen die gewöhnlichen Reseln 
ür die Operationen des Multiplieirens, Dividirens und Potenziirens anwendet: 
vas immer richtige symbolische Gleichungen erhält und wobei man nur die 
einzige Rücksicht zu nehmen hat, dafs die Ordnung der Factoren. d. h. die 
Ordnung der zusammensetzenden Systeme, nicht verändert werden darf. 

Es seien F, @, F" drei aequivalente associirte Formen; 5 sei eine 
‚estimmle Transformation. durch welche F'in @ übergeht. und 7 stelle alle 
möglichen Transformationen vor. durch welche @ in FH‘ übergeht: dann behaupte 
ich, dafs 8’, welches durch die symbolische Gleichung 8° IS x T vseseben ist. 

möelichen Transformalionen von F' in F" vorstellen wird. Denn einerseits 
seht Fin @ durch 8, @ in F' durch T, also F in F' durch die zusammen- 
sesetzte Substitution 8’ über; und andrerseits entspricht jedem 8’ ein voll- 
kommen bestimmies T, welches der obisen Gleichung genügt und durch welche: 


@ in F' übereeht: man zieht aus obiser Gleichung für 7’ das vollkonmen 
I 


n S°, und dureh diese Substitution eeht in der That 


besiımmie >SvVsien I 


« in F" über: denn durch die Substitution - eeht @ in F' und durch die 
Substitution 8° geht nach der Annahme Fin F* über, also „eht durch die 
‚usammeneeselzte Substitution 2 X S’ die Form @ in HF” über. Umeoekehrt: 
venn ‚© eine bestimmte Substitution von F' in @, und Ö’ nach der Reihe 
Ile möelichen Substitutionen von F' in F' vorstellt. so liefert die Gleichune 
x T N’ für T alle Substitutionen. durch welche @ in F" übergeht; denn 
diese Gleichung liefert für jedes 7 ein ganz bestimmtes $’ und für jedes 5 
ein eanz bestimmtes 7‘, welches. wie schon bewiesen, @ in F' transformirt. 


Selzt man demnach statt 8 alle mößlichen Substitutionen, welche F' in #" 


Substitution T, welche @ in F' transformirt: es kann auch keine andere 
"ransformation von @ in F' veben. welche sieh nicht auf diese Art vermöre 


ler Gleichun® aus einer Transformation von F' in F' ableiten liefse: denn 
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es sei. wenn es möelich ist. T eine von diesen andern Transformationen: da 
G durch T in F’ und F in @ durch Ö$ übergeht, so echt # in F durel 
Sx T über: also ist doch wieder 8 x T— 5 eine von den Transformalio 
nen. durch welche F' in F" übereeht. Ganz auf dieselbe Weise beweisel maı 
foleende Sälze. Wenn in der symbolischen Gleichung 8 x T 5 durch 0 allı 
möelichen Transformationen von F in @ und dureh T eine bestimmte Trans- 


tr 


formation von @ in F” vorgestellt werden, so eiebt S’ alle mörlichen Trans 
formationen von F'in F': und umgekehrt: bezeichnet 8° alle möslichen Transfo: 
mationen von F' in F’, während T dieselbe Bedeutung behält. so »iebt 08 
alle möglichen Transformationen von F in @ Wenn endlich in der oft »e- 
schriebenen Gleichung ‚08 alle mörlichen Transformationen von F in @ und 8 
eine bestimmte Transformation von F in F" bezeichnet. so eiebt T alle möo 
lichen Transformationen von @ in F': und bezeichnet 7 alle möslichen Trans- 
formationen von @ in F" und Ö° eine bestimmte Transformation von Fin F 
so giebt © alle möglichen Transformationen von F in @ \lle diese Resul 
tate lassen sich kurz wie folgt aussprechen 

„Wenn in der symbolischen Gleichung 

5x T N 

ıroend einer der drei Buchstaben alle seine Werthe durchläuft. während ein 
zweiter constant bleibt. so durchläuft der dritte ebenfalls alle seine Werthe. 

Nimmt man in den eben sewonnenen Resultalen irgend zwei von 
den drei Formen als identisch an. d. h. setzt man eniweder F G, odeı 
G— F, oder F'== F", so erhält man die folgenden. Alle Substitutionen eine: 
Form F' in eine Form @ erseeben sich. wenn man irgend eine beslimml: 
von denselben mit allen Substitutionen von @ on sich selbst zusammensetzi. 
oder auch. wenn man mit ersterer alle Substitutionen von F in sich selbst 
zusammensetzt: und umgekehrt: bezeichnet 8 alle Substitulionen von Fin & 
und 08. eine bestimmte von ihnen. so findet man alle Substilutionen von F in 
sich selbst, wenn man zu jeder Substitution Ö eine zugehörige sucht. die, mi 
SS zusammeneeselzt. NÖ hervorbrinet. und alle Substitulionen von @ in siel 
selbst. wenn man zu jeder S eine solche sucht, mit welcher 8, zusammen 
oeselzt N hervorbringt. 

Allgemeiner ist folgende Betrachtung. Es sind lünl aequivalenle asso- 


eiirte Formen 


F,G,H, LK 


voreeleet; man kennt eine Transformation ?! von F in @, eine ® von F 
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in J, eine D von Fin A, aufserdem aber noch alle 





h 


1. — . " r . ur y . 
öglichen Transformationen 8 von Jin K: es sollen aus diesen Daten alle 
stitutionen von G@ ın A oefunden werden 
Es geht über: durch die Substituti 
F in @ A. 
| ST 
also@in | = 
A 
Fin I ı8., 
e 
also Ür Ill / \ 
In A| 
u | ana 
also (i ın K - y 
A 
.; u | 
Kin # < 
, 
u. . I h l 
also G in F _ Ö EN 
FnH >» 
| | u 
ılso & ın H - >» # 
pP 2 
‚tere Formel liefert also Transiormationeı n @& in Hl, und wenn 
nselben WW rückwärts einschläst,. so zı dafs jedem 7 ein 
Iy estim % entspricht und dafs also T alle sformalionen von = 
fl liefert 
Man sieht demnach. dafs alle Problem: hei ansformationen von 
en auf die Transformation irgend zweier beliebiven Formen aus derselben 
ın einander, od: r. da diese bi (den letzteren idı isch angenommen Wer- 
auf die Transformation irgend einer beliebisen Form derselben 
in sich selbst zurückgeführt werden ! N 
1 \ufgeabe „Alle Transiormationen (1 sanzen Lo6lhcienten )} 
» y . .. i . ° . | = 2% 
inden. elche eine assoclirie Form ın sich elD)S übereeht 
s sei F' die veoebene associirte Form. «@ ih ter Coelfieient. 
AU Al AU M-- UV-- WW ) AU--VU--VvW) pP Urv,wWw)W U,V,u ; KK U,V, 
/ f} pP}? I», 4 h p f } 
{ b P I fo } U l f j 
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1 e . 2 
€ AR f d d D. 
’ Sn 
/ # 4 f ) 
e TR / ce-+do, 


cd’ — c’d a; ppı)» N, (pp 


Wenn die Form F' dureh di itution 


in sich selbst überseht. so bleibt auch «@’F' durch diese Substitution unver- 





ändert: und umsekehrt. Wir haben also alle Substitutionen (1.) zu suchen. 


{ 
ar 


durch welche #’ F unverändert bleibt. Durch die Substitution (1.) sehen 


drei Linearfactoren von @ F ıı 


lu Kv Lie r u Kr L’w). (I’u- K'’'v L\'w 


iber. wo man 


=aa+43+Ay=gp aßy), K=ua +43 HN y—=gia, By L=aa +4 +; 
aca—+ı5- Te =ıl 0.8. h el ua +u la .,d ‚L =aa +uß +u ; 
aa TVYBPTVYZNX 0R,P;Y); Ä Mi Pr? 1\@,D,Y ); L =aa +vß +ı ‚ } 
hal Das Produet lieser drei Faectoren mulfs also dem Producte der drei 


sprünglichen Factoren von «'F' identisch sleich werden. Da wir nur alle Sul 
stitutionen suchen. durch welche #' ın sech selbst, und nicht zuoleich alle die 
jenigen. durch welche F' in eine ihrer correspondirenden Formen übergel 
so haben wir nach dem in 8. 5. III. Bemerkten nur foleende Annahmen 


machen: erstlich 


und zweitens 


an 


I KL ea KU L 
d / f 4 11 4 ? Ad 


(3.) 


wo offenbar alle Nenner von Null verschieden sind; und diese Annahmen sind 


erforderlich und hinreichend für die Identität unserer beiden Producte. Man 


sieht übrigens, dafs das erste System von Gleichungen in (3.) das zweit 
dritte als correspondirende Relationen implicite enthält. so dafs also nur ei 


ıbe besteht jetzt darin, alle ganzen Werth. 


LO MER BERTENZ 


a 


zu berücksichlieen ist. I 
der Transformationscoöffieienten in (1.) zu finden. welche den Gleichunsen (2.) 
und (3.) genügen und welche die Determinante des Systems (1.) der Einheit 


gleich machen. 


Setzt man. was offenbar erlaubt ist. 
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elle Zahlen vorstellen. so eehl 
(4.) ! pp, pp 
! das erste System von Gleichung: 


EU I aA, 


BT . Be 
Veroleicht man in jeder dieser lelzie 


Theile umü di (oclheienten VON ), 
" n neun 
.,I IK b» bh: 
/ 
[7,3 em» ey 
L>-) ix 
Yu do by’ b Y 
| .) e@ 13 € , 


jonseoellcıenien: sıe oranen sich 11] 


). (8.) blofs &, P, 75 W.)- (10.) 


’ af 
er; 25 > A ) 
’ 


lransloı malionseoßfheıenten ereeben - 


Determinante des Systems (1.) der Ei 


der Gleichune (4.) eenücen. und die 
Transformalionscoöflicienten aufgelöst 


\Woerthe liefern. indem die Delerminaı 
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VAR, 





4 
+ y 


20 J B, 


} j 


l Z,09 » 


' j Wo, Z V--IWo: und U, V, W im Allsemeinen rationale 


die Gleichung (2.) in 

Z’—3pUYZ | über. 

n in (3.) liefer! 

K 9 u > )' A. 

ren drei Gleichungen einzeln die reellen 


und von 4%. so erhält man die foleen- 


au, | 

ay, (.) 

aZ,) 

bBU--»pfY pe&,\ 

el bY-p»fZ, (”3,.) 
[U--pıeY b z,\ 
U pf' Y- pe, 
eU-bY-»f2,) (©.) 
fULpeYıvZ\ 


Diese neun Gleiehuneen dienen zur Bestimmung der 9 Transforma- 


drei Systeme zu je dreien. indem (6.). 
„ (11.) blofs o‘, 9. y', und (12.), (13.). 


‘ 


(14.) blofs « 3’, y'' enthalten. Es sind also jetzt alle rationalen Werthe 
won D. Y. W zu bestimmen. welche der Gleichung (4.) genügen und welche. 


die Gleiehunsen (6.) bis (14.) gesetzt. bewirken, dafs diese letzteren nach 


aufgelöset 1) ganze Werthe für diese 
und 2) solche Werthe, für welche die 


nheit gleich wird. Um zuerst diese zweite 


Bedingung zu erledigen. seien U, V, W beliebige bestimmte rationale Werthe. die 


Systeme (.),. (B.), (V.) seien nach den 
t. für welche sie vollkommen bestimmte 


ıte dieser drei Systeme —= a(ef’— e'f) 


®— o)(led— cd o—o,a', also von Null verschieden ist: ich behaupte. 
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dafs die so gefundenen Werthe die Determinante von (1.) immer | machen 
werden. Es sei für einen Ausenblick diese Determinante durch 7 voreestell 


Das System 


dessen Determinante wir dureh Pi bezeichnen. ıst offenbar zusammeneoeselz! 


aus dem System 





@, 1, 5, 
u,3 v \ 
(essen Determinante A4' sei, und aus (1.):; also hat man .4 1.4 Hıvı 
: : ErR, f j l 
dirt man die drei Horizontalreihen des Systems N resp. durch 
so ergiebt sich das System 
fa a KR «UL 
( ; 
| . 1 I / 
| ah’ aL!\ 
d, . >. 
03 '& Bi 
/ ' aK' al ) 
d, s 
17° T 
. 5 e d d (U dt d d 
dessen Determinante offenbar eleich BE I. J' sei 
o er’? ir Pr 


wird. Da nun die Gleichungen (6.) bis (14.) und die Gleichung (4.) als eı 
fülll angenommen werden. so werden auch die Gleichungen (3.) und «di 
Gleichung (2.) erfüllt sein; die Gleichungen (3.) zeiven, dafs die beiden SY- 
steme NS und 7 vollkommen identisch sind und dafs also auch ihre Determi- 
nanten identisch sind; folelich hat man 


d d dA 


/ 1-T:jw 


, 


mithin, wegen (2.), 4 I; was zu beweisen war. Da sich also die zweile 
der oben gedachten Bedingungen immer erfüllt findet, so ist nur noch die erst 
zu beiriedigen. Zu dem Ende stellen wir die beiden folgenden Behauptun- 


ven auf: 


I) Damit die Gleichungen (6.) bis (14.) yanze Werthe für alle neun 
Transformationscoöfficienten liefern, ist erforderlich, dafs U, V, W 
selbst ganze Zahlen sind, und 
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2) Wenn U, V, W irgend welche ganze Zahlen vorstellen, die der 






Gleichung (4.) genügen, so befern die Gleichungen (6.) bis (14.) 






immer ganze Werthe für alie 9 Trunsformationscoöfficienten. 





Wir sind für den Ausenblick noch nicht im Stande. diese beiden Be- 






uplungen vollständig zu beweisen, deren Richtigkeit sich erst weiter unten 





Evidenz ergeben wird. sondern müssen uns für jetzt mit folgenden Be- 





merkungen begnügen. Aus den Gleichungen (2#.) folet. dafs ganzen Werthen 





























[ransformationsco6flicienten immer oanze Werthe von aU, aV, aW ent- 
»rechen und dafs man sich folglich umgekehrt, um ganze Werthe der ersteren 
u erhalten, keiner andern Werthe von U, V, W bedienen darf. als solcher. 
ie in den Formeln 

re . We 

d dd d 
enthalten sind. wo U‘, VW‘, W' ganze Zahlen sind. Löset man die Gleichun- 
I y j 4 7 y 


ven (b.) bis (14 ) nach 0, 9, %, 0 .,..,.FI BR, DB, #2 


, , y'‘ auf, so zeigt sich, 


selbst ohne diese Operation wirklich auszuführen, dafs in die Formeln für 

liese Unbekannten keine andern Nenner ein: “ können. als erstlich der schon 
U, W, W enthaltene Nenner «, und zvroiiens die Determinante der Sy- 

teme (21). (B.). (8). deren Werth wiv schon bemerkt — a ef—e'f) 


ist; und da o0°—o offenbar weegeschafft werden kann (am besten 


o 
man dies letztere ein, wenn man die Gleichuneen (6.) bis (14.) so zer- 
fället. dafs sie nur reelle Gröfsen enthalten). so sieht man. dafs die so erhal- 
tenen Werthe von «@, 5 u.s. w. höchstens a@° oder einen Theiler von «°’ zum 
({eneralnenner haben können. 
Aus diesem Allen läfst sich wenigstens Folgendes schliefsen. „Es 
ebt keine andern Transformationen von F' in sich selbst. als solche. die 
in den Gleiehungen (5.),. d.h. in den die neun Gleichungen (6.) bis (14.) 
icite vorstellenden Gleichungen 
(16.) Yia,P,Y u.d; lu‘, P',y' ,.A; yle”, u. A 
enthalten sind. wo 


4 U+(V+Wo)r V’--Wo)% ist. 


U, FF, W alle rationalen Zahlen mit dem Nenner « oder einem Theiler von « 





bezeichnen, die der Gleichung (4.) genügen. Und alle Systeme von «, P u. s. w., 
welche sich zu den verschiedenen Systemen U, V, W durch Auflösung von 


(16.) ereeben. und von denen nur die ganzen als Lösunsen des Problems 


zueelassen werden dürfen, können, wenn auch Brüche. doch keinen andern 


1 I | . rm ı 94 
(renerainenner Naben. Als 4, oder einen [heiler von 4 
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Wir wiederholen nochmals. um der vollkommenen Strenze nichls zu 
vergeben und um jedes Mifsverständnils zu verhüten, dafs es nach dem Bisherigen 
möelich sein könnte. däfs vielleicht die Formel (16.) für alle Werthe von U. 
I, W, deren Generalnenner ein Theiler von « ist, kein einziees eanzes Trans- 
[ormationssystem (1.) lielerle; indessen wissen wir bestimmt, dafs es keine an- 
dern Transformationen von F' in sich selbst geben kann. die nicht durch ( 16.) 
veliefert würden, und dafs die gebrochenen Werlhe von «, 3 u. s. w.. welche 
(16.) eiebt. keinen andern Generalnenner haben können, als einen solchen. 
der in a° aufeeht; und alle diese Resultate gelten für jede zweite. von F' ver- 
schiedene Form, wenn man an die Stelle von a den ersten Coöffieienten dieser 
neuen Form und an die Stelle von y den ersten Linearfactor dieser neuen 
Form setzt. 

III. ..Es sind zwei aequivalente associirte Formen F und F\, so wi 
eine Transformation (natürlich mit ganzen Coefhecienten) 

|“ G,» \ 
wu 
Jıs Yı» Jıl 
von F, in F gegeben: man soll alle Translormationen finden. welche dieselbe 
Wirkune hervorbringen.” 

Es sei a’F' auf dieselbe Form gebracht, wie oben in Il.: es sei a, der 

erste Coöfficient von F',. und 
af‘, (au, +0 +hw) au +00, + u, w)(a U vv, +viw, 


p, (U, %,,W,) VW (U, 0, W,) Kı(%,, 9, WW), 


wo A,. 4, u.s.w. eben so aus b,. €, U.$. w. zusammengeselzt sein sollen. wie 
oben A, 4 u.s.w. aus 5), c u.s. w. Man erhält nach I. dieses Paragraphen 
alle gesuchten Substitutionen, und jede nur einmal, wenn man das System (17.) 
mit allen Substitutionen von F' in sich selbst zusammensetzt. also mit allen 
Systemen (1.), welche sich aus den Formeln (16.) als ganze Systeme (d.h. als 
Systeme mit ganzen Coöflieienten) ergeben; ferner erhellet aus I., dafs, wenn 
man bei dieser Zusammensetzung den Formeln (16.) nicht blofs die ganzen. 
sondern alle Systeme (1.) entlehnen wollte, der Generalnenner des zusammen- 
seseizten Systems (d.h. der Generalnenner seiner Coöfficienten ) gleich sein 
würde dem (Greneralnenner des angewandten Systems (1.), also ebenfalls, wie 
dieser, ein Theiler von a’. Da nach der Voraussetzung F\ in F' durch (17.) 
übergeht. so kann man, wie aus dem Beweise des Lehrsatzes 5. in $.5. her- 


‘ 


vorgeht, a, 4, 4, wie folgt ausdrücken: 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXVIIT,. Heft 4. 16 
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p, By Yı) Wil» PısYı)Aı (&,;, Ps» Yı) 













dd 


N a re , 
ı)Kı\CıyPı» Yı) 





7 
a, 








Substituirt man diese Werthe in den Formeln (16.). so ereiebt sich 







{ ( a, ( p,le ,, Y er (er, J. v o,le j] Y ‘ 
fi\%1»Pı»Yı pı\% TPı T/ı)ı fı\Fıy Pı»Yı)) fı\? 19 Pıy /ı)- + 

) / f) ‘ 2 1 d my; / dd yit [z} / 4 W 4 \ 

B Y y “ / | / Il. A/ N / 5 As ar y x Fe 
(1 ) pi,» /?1»Y1)‘ pı\e, I YuP pı\ı» Pı»Yı)) pc 5 Pıs Yı)-A 

j 2 > s „4 ‚ # „ E ar? N ge y FR. a‘ : / ar 3 EN 2 
Fı\@ysPPıs/ 1, Lı\e, (7, /ı//? Pı\&ı» Pı»fı)) — (pP, 0%,» Pı»y /ı 1 







Die Zusammenselzung der Systeme (17.) und (1.) liefert das folgende System: 


(15".) 










[?1/? 
’ 


y’ dd 4 “4 dd ‘ wi 





/ / HPTAZ ce ; PIPT III BT TI 
’ - . ” ur - u. 2 3 2 a ' 
ist. Es kommt also jetzt darauf an, die Buchstaben «, 9, 7, «', P', y\, e', P%, 5 





aus den Gleichungen (18.) zu bestimmen und ihre Werthe in (19.) zu setzen. 





oder. was auf dasselbe hinauskommt. die eben »oeschriebenen Buchstaben auf 





ireend eine Weise zwischen den Gleichunsen (18.) und (19.) zu eliminiren. 






Diese Elimination ist leicht; denn jene Buchstaben fallen von selbst aus (1S.) 













heraus. wenn man überall links die Multiplicalion ausführt, und man erhält 
die einfachen Formeln 
4 ha af = Pl Pı> yı ‚A, 
4 u h+My = Ypılaı, Bi, Yı)-4; 
an + Hay pılaı 3 Piz Yı)-A; | 
ode l 
[ (1 2, 7, =, (4,. Bun 7ı ‚A, 
(20.) (p, 0. a3 Yı op, (1, Pis Yı)-A, 
ff (&t, "| Fi; Y) fı dr, P . Yyı) ‚A. 





Diese höchst einfachen Formeln, welche neun Gleichungen repräsentiren. 
liefern. nach «,. 3, u. s. w. aufeelöset, alle Transformationen von F}, in F, in eine 
derselben ausgedrückt. Es erhellet aus dem Gange der Rechnuns,. dafs 4 in 
diesen Formeln dieselbe Bedeutung hat, wie in (16.), und dafs alle Werthe 


von A, welche in (16.) ganze Systeme geben, auch hier in (20.) ganze 






















94. Eisenstein, Formen dritten Grades mit 5 Variabeln. 363 


Systeme liefern werden, während alle Werthe von 4, welche dort gebrochene 
Systeme geben, auch hier gebrochene Systeme, und zwar mit demselben Ge- 
neralnenner. wie dorl. seben werden: so dafs also dieser letztere immer ein 
Theiler von «@° sein wird: endlich. dafs es keine andern Transformationen von 
F\, in F' giebt. als die in den Formeln (20.) enthaltenen. 

Wir wollen jetzt mit Hülfe der Formeln (20.) alle Substitutionen suchen. 
durch welche de Form F\, in sich selbst übergeht. Offenbar lassen sich 
nach I. alle diese Substitutionen finden, wenn man alle Substitutionen von 
F' in F' (und diese sind durch (20.) gegeben) mit irgend einer bestimmten 
Substitution von #' in F\, zusammensetzt. Nun ist eine Substitution von F' in 


F\ seveben. nämlich die umgekehrte von (17.), d. h. die folgende: 


I ‘ ML ' m d “4 DR A A I TR 
(if Tl Gı Yın %Yı» HıpPı —IHPı | we Gy Oz 
Un, ur Pe a a 2 ’) ) Rd 
PBırfı PıYız uıfı Yes Hfı aß: Bis By Dr 
REN wre lyı Fir 573 Ti 3 234 73 


welche offenbar eanze Co6ffieienten hat. Die Substitutionen (18°). mit der 


eben geschriebenen zusammengesetzt, geben 
(%> 04, 0% 


“ > 2 


FE 


Yo» Ya Ya 
wo die Gleichuneen für «,. e, u. s. w.. welche wir zur Erleichterung des 
Druckes nicht hinschreiben. leicht nach dem Schema (19.) gebildet werden 


können: man findet z. B. 


‘ ‘4 dd 771 
fd 


I pr ao. u ar a: n Pe u 2 In DD af N. 
er 03 (Pıfı PıY) T R\Pı Yı 7 Pıfı) TR (Pıyı Pıyı 


1. s. w. Es handelt sich jetzt darum, aus den eben erwähnten Gleichungen. 
von denen blofs die erste hingeschrieben ist, und aus den Gleichungen (20.) 
die Buchstaben &,. P, u. s. w. und. wo möglich. auch die Buchstaben «,. 
3, u. s. w. zu eliminiren. Diese Elimination ist eben so leicht, wie die wei- 
ter oben ausgeführte. In der That: wenn man von den Formeln (20.). 


d.h. von den Formeln 


” „4 . ) i . 
da, U, ; kı da T I; 7? — A da, va ve kıfı rn kıyı) . 
e } 2° 2° Ar. 4 y on } 4 a 27 ar 
4,0% MPı TMY2 A (ae; MPı 7 kıyı) 
[zZ N > 2 nd ER ee s “4 5 yi# |. 4‘ NE. 
d, 162) A, [» „Al ,— A ad; ze Aıpı hıYyı) 


die erste mit «,, die zweite mit ,. die dritte mit 7, multiplieirt,. addirt und 
bei dieser Addition die einfachsten Eigenschaften der Determinante (des Sy- 
stems (17.)) berücksichtigt, so erhält man einfach: 


2 ) 


Ad, 0,-+- Ad hıyı . a, A. 


46 * 











364 94. Eisenstein, Formen dritten Grades mit 5 Variabeln. 





Multiplieirt man dagegen die erste, zweite, dritte der drei Gleichungen resp. 








mit @,. 5%. y, und addirt, so kommt 





* Y: er I; A ° 






und multiplieirt man endlich jene drei Gleichungen resp. mit «;, /;, 7, und 





addirt. so ergiebt sich 



























au tnituy = MA. 
Durch diese drei Formeln. in welchen alle überflüssiven Buchstaben von selbst 
herauseefallen sind. und welche sich kürzer so schreiben lassen: 


| Yı\lıs Pas 7 == a,4, 


> 
+ 


(21.) / p n De Y; A; 
1 u ur 
N fi rs 44» /+/ hd , 


werden also, wenn man sie nach «, u. s. w. auflösel, alle Substilutionen von 
F' in sich selbst eereben. In diesen Formeln hat 4 dieselbe Bedeutung. wie 
in (20.) und in (16.). und es gilt überhaupt von (21.) Alles, was oben 
von (20.) eesaot wurde. Man wird bemerken. dafs die Formeln (21.) von 
er Form F', deren wir zu ihrer Erlaneunge bedurften, ganz unabhängie 
sein würden. wenn sie nicht noch dureh die Werthe,. welche man dem A zu 


soeben hat, mit den Formeln (16.) verknüpft wären. Dieser letztere merk- 





würdige Umstand wird jetzt dazu dienen. die beiden oben in II. gemach- 
ten Behauptungen vollständig zu erweisen und dadurch alle Resultate von 
der Unsicherheit zu befreien, mit welcher sie bis jetzt behaftet waren, und 
welche darin bestand. dafs man nicht eenau wufste. welche Werthe U, V, 
'Y, also auch A, in den Gleichunsen (16.) erhalten müssen, damit diese Glei- 
chuneen ganze Werthe für die Transformationscoöffieienten «, 9 u. Ss. w. liefern. 

In der That: da wir bisher ear keine weitere Annahme über die Form 


F' oemacht haben. als dafs dieselbe der Form #' aequivalen! sein soll. und 


} 


- 


da nach 8.7. I. immer Zahlen durch # dargestellt werden können. welche zu 
einer beliebiven Zahl z. B. a relative Primzahlen sind: da folelich nach $. 6. 
F immer in eine aequivalente Form transformirt werden kann. deren erster 
Coöfficient zu a relative Primzahl ist: so kann man annehmen, dafs a, zu a 
relative Primzahl ist. Diese Annahme werde gemacht. Bestimmen wir jetzt. 
ohne alle Rücksicht auf das Vorhergehende und unabhängig von den For- 
meln (21.). blofs nach Anleitune von II. dieses Paragraphen, alle Substitutionen 
von F, in sich selbst. so findet sich, dafs dieselben in den folgenden Formeln 


enthalten sind: 
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ler: Ars Ye) TE as 
ß " 2 PR \ 7 Ä 

(22.) Fi zer FRE BEE Ar 
f ‘4 MIA EEE „4 

Pı\&ıs Pu» Jr) ,, A;, 


wo 4, U,--V,+-W,o)n-+-(V,-+-W,0o’)9, und U,, V,, W, alle ratio- 
nalen Zahlen mit dem Nenner a, oder einem Theiler von a, vorstellen. die 
der Gleichung (4.) genügen. Wäre es nun. gegen unsere erste oben in Il. 
aufgestellte Behauptung, möglich, dafs gebrochene Werthe von U, V, W (mi 
dem Nenner a oder einem Theiler von @) in den Formeln (16.) ganze Sv- 
steme lieferten, so müfsten auch in den Gleichungen (21.) dieselben eebroche- 
nen Werthe von U, VY, W ganze Systeme für «,. ?, u. s. w. geben; diese 
speciellen ganzen Systeme können aber offenbar in den Gleichungen (22.) nich! 
enthalten sein. weil dort U,. V,. W, nur Nenner erhalten. welche Theiler 


von «a, sind. und « und a, keinen gemeinschaftlichen Theiler haben: also müfste 
es oanze Systeme für @,, , u. s. w. geben. die in den Formeln (22.) nich 


enthalten wären: was dem oben in I. Bewiesenen widerspricht. Es müssen 


also nothwendie von den Formeln (16.). also auch von den Formeln (20.) 


und (21.). alle eebrochenen Werthe von U, V, WW ausveschlossen werden 
also müssen auch von den Formeln (22.) aile gebrochenen Werthe von TU, 
V,. W, ausgeschlossen werden. Zweitens ist zu beweisen. dafs für alle gan- 
zen Werthe von Ü, V, W die Formel (16.) immer ganze Werthe der Trans- 
formationsco6flieienten liefert. Wäre es möglich. dafs einem bestimmten Systeme 
oanzer Werthe von U, V, W in (16.) vebrochene Werthe der Transforma- 
tionscoöflieienten entsprächen. so könnte der Generalnenner dieser letzteren 


doch nur ein Theiler von @° sein. und derselbe Generalnenner mülfste sieh zu 


\ 


demselben System U, V, W, für die Transformalionscoöffieienten @,. 7, u. s. Ww 
aus (21.) ergeben. Aber wenn man, was erlaubt ist, in den Formeln (22.) 
U, U, V,=V, W,=W, d. Ih. diesem speciellen Systeme gleichsetzt. 
welches wir jetzt gerade im Auge haben. so folgt aus diesen Formeln (22.) 
nach II.. dafs der Generalnenner.von «,, /?, u. s. w. nur ein Theiler von «, 
sein kann; es mülfste also der Generalnenner dieser Zahlen «,. ?, u. s. w. 
zugleich ein Theiler von @', nach (21.). und zugleich, nach (22.). ein Theiler 
von a, sein; was sich widerspricht, da « und a, relative Primzahlen sind, 
Da die beiden Behauptungen in II. jetzt unzweilelhaft bewiesen sind. 


so können wir die gewonnenen Resultate vervollständigen. indem wir hinzu- 
fügen, dafs in den Formeln (16.). (20.),. (21.),. (22.) U, V, W nur ganze 


Werthe vorstellen und dafs alle ganzen Systeme U, V, W, welche der Glei- 
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chung (4.) genügen. nach und nach in diese Formeln gesetzt, immer ganze 


Werthe der Transformationscoeflieienten liefern. Nach dieser Bemerkung fallen 






die Formeln (21.) und (22.) als identisch zusammen und drücken nichts an- 






Jeres für die Form F’, aus, als was durch (16.) schon für die Form F' se- 






veben ist. während die Formeln (20.) ihrerseits wieder (16.) als speciellen 






Fall enthalten, wenn man für das System (17.) das folgende annimmt: 










durch welches jede Form in sich selbst übergeht. Wir können daher folgen- 


den merkwürdieen Fundamentalsatz für die Transformalion der associirten For- 






men aufstellen 





















Lehrsatz 6. 


„Wenn zwei aequiwvalente Formen F und G@ durch die Substitution 





E.. | 
3,2,0” 5 in einander übergehen, und man setzt 


a F guv,w)w(uv,w)y(u,v,w)., 


o erhält man alle möglichen Substitutionen von F in G aus den Formeln 





\ 4 “ns P, - ji gene: Yf Me, >, Y U Yr 23 ä 
{ I. ) f c , oJ R Yı — Y a, 2, y') U- Yı | ZI), 
| y He . Yı) 7 u P,y‘‘) l % Y | 29). 


'=-V/’-Weo, 4 V’-—-Wo. 
wenn man nach und nach in diese Formeln statt U, V, W alle reellen 
ganzen Zahlen einführt, die der Gleichung 
(1) U--pp I’ -- pp #—I3pUYZ = 1 

genügen (deren allgemeine Lösung in $.4. gegeben wurde), und wenn man für 
jedes System von Lösungen dieser unbestimmten Gleichung aus den neun in 
(1.) iinplieite enthaltenen Gleichungen die Werthe von «,, , u. s. w. bestimmt, 
welche sich aus diesen neun Gleichungen immer als ganze Zahlen ergeben. 

\ermöge dieses Resultals läfst sich die Lösung aller bisher behandel- 
ien Fragen vervollständigen. Dies wird der Gegenstand des folgenden Para- 
graphen sein. 

$. 9. 
Wir beschäftigen uns zuerst mit derjenigen Frage, welche die Dar- 


stellung der Zahlen betrifll. Damit eine gegebene positive Zahl M durch eine 
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ebenfalls gegebene associirte Form F (eigentlich) darstellbar sei, ist es nach $. 6 
erforderlich und hinreichend, dafs eine redueirte Form mit dem ersten Coel- 
licienten M existirt, die der Form F' aequivalent ist; und aus jeder reducirten 
Form dieser Art leitet man eine Gruppe von Darstellungen ab. indem man 
nach und nach die Variabeln der Form F’ resp. den drei ersten Coellicienten 
in allen möglichen Substitutionen gleich setzt, welche F' in diese bestimmte 
redueirte Form verwandeln. Es sei «, ?, y eine specielle Darstellung von 
WM durch F\, so dafs also nothwendie #' durch eine Substitution. deren erste 
Coöfficienten «, /, y sind, in eine redueirte Form mit dem ersten Coöflieienten HM 
übergeht. Um alle Darstellungen derselben Gruppe zu finden, ist nur nö- 


thie. alle Substitutionen aufzusuchen. welche dieselbe Wirkune hervorbrinseen. 





oder vielmehr, nur alle ersten Coöfficienten dieser Substitutionen. Diese ersten 
Coöflicienten sind nach dem vorigen Paragraphen durch die folgende Formel 
oeoeben: 
(1) Yy(a,Pısı) p(la,P, Y)(U-+-Yn-Z9 
wo. wie oben, 
«FF — y(uv,w)w(uv, w)y(u,v,w) ist. 

Diese Formel, welche implicite 3 Gleichungen enthält, liefert, durch die Aul- 
lösung dieser 3 Gleichungen nach «,. ?,, 7, für jede Lösung der unbestimm- 
ten Gleichung ?== I (Il.), alle Darstellungen &,, /,, y, einer Gruppe, in eine 
specielle «, 5, y derselben Gruppe ausgedrückt. 

Setzt man der Kürze wegen 

U -Y7Z29 = A 
und die beiden correspondirenden Ausdrücke =B und =Ü, und bezeichne! 
diejenigen Werthe von A, B, C, welche einer Fundamental - Auflösung deı 
Gleichung P== I entsprechen, durch 
a ©, 8%, 

so sind nach $. 4. alle Werthe von A durch die Formel 


A—=— PT 
gegeben; wo m und n alle ganzen Werthe von —x bis -+ x durchlaufen: 
also erhält man 
(?.) pa, Pısfı) = Pl, Pf," Bd" —= pla,P, y) A. 
Es werde, um abzukürzen . 
pl. Pı> Yı) u #, v4; PB Yı) v, x (1, Pı> 71) X; 
y,P,Yy)=9p, vla,ß,y)=wn 2, P,y) =H 


geselzi. Bedient man sich der Characteristik Log in demselben Sinne, wie in 
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$.4., nämlich um den natürlichen Logarithmen des absoluten Werthes einer 


reellen. Zahl auszudrücken, so geben die Gleichung 


y f,. A und ihre correspondirende y—= y,.B: 
Logp — eLogw = Logy, —oLogyw,-Log4A—oLogB. 
\ber alle Werthe von Log4—oLogB sind nach $. 4. durch die Formel 
Log A—o LoeB = (m no) (Log A o Log 25) 
sereben. also komm! 
Logey — oLogw — Logp, — oLog w, + (m--no) Loge A— oLoe®B 
oder 
(3.) Log pP — ologw BR VRR Log $,—gLog w. 
Log }I ologB ‚ LogA —oLogB 


Die Gleichung (3.) ist eine nothwendige Folge von (2.); aber ebenso ist um- 
sekehr! (2.) eine notlhwendige Folge von (3.); folglich giebt (3.). ebensowohl 
wie (2.). alle Darstellungen einer Gruppe von M durch F, und jede nur einmal. 

Stellt man sich die beiden Quotienten rechts und links in (3.) auf die 
Form «-- vo gebracht vor, so sieht man, dafs ein, und nur ein Werth von m, 
ınd ein, und nur ein Werth von r exislirt, welcher macht. dafs der reelle 
Theil sowohl, als der Coöfficient von o in dem Quotienten links, — 0 und < { 
wird; es giebt also eene und nur eine Darstellung in jeder Gruppe, für welche 
diese. letztere Bedingung erfüllt wird. 

Wenn man, ehe man die Logarithmen nimmt, die Gleichungen == g,. 4, 
"1 ,.B erst mit einer beliebigen positiven Constante % multiplieirt, so er- 


hält man statt der Gleichung (3.) die folgende: 


( | Log l 4 — 0 Log(k ıw) m j ni : Log(kg,)—oLog(h w,) 
. _ WE Bien Ara aa 


und in dieser Gleichung giebt es ebenfalls immer ein, und nur ein System m, n, 
für welches der reelle Theil und der Coefficient von o des Quotienten links 


N 


0 und <I ist. Nun sind der reelle Theil und der Coöfficient von o in 


diesem Quotlienten resp. gleich 


Er r 
- Log A--LogdB)Log(ky)-—+LogB.Log(kw)], 


) 
| } 
ei LogB.Log/ky)— Log X.Log(ky)], 
Wo 
g = (Log A—oLoeB) (Log A 0° Log dB) —- N(Log I e Log B) 


wie in $. 4. die Norm des Regulators der Fundamental - Auflösungen der 
Gleichung & — I bezeichnet. also das Minimum unter allen Werthen. welche 
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N (Log 4— oLogB) erhalten kann. Diese vollkommen bestimmte, immer positive 
und nur von dem Werthe der Primzahl p abhängige Constante o wird oft in 
den nachfoleenden Untersuchungen erscheinen. Wir schliefsen hieraus foloen 
den Satz. 
Lehrsatz 7. 
„Unter der Totalität der Darstellungen einer Gruppe befindet sich 


immer eme, und nur eine, für welche die Bedingungen 


5.) \0 ©. (LogA--Logd)Log (ky)--Logd.Log (kv G, 
ap ' | 
IV Lo&e® .Log (Ay) — Log‘. Loge kun) —< 0 


erfüllt werden, während k eine beliebige positive Constante bezeichnet. 

Es ist gut. zu bemerken, dafs die Constante A, obwohl unabhäneie von 
den Variabeln der Form F', doch als eine Funelion von M und von beliebi- 
ven andern Zahlen angesehen werden kann. und dafs die Darstellune. welche 
vermöge der Ungleichheitsbedingungen (5.) aus ihrer ganzen Gruppe heraus- 
voehoben wird. mit dem Werthe von A varirt. 

Man betrachte noch einmal die Gleichung (4.). Aufser dem vorhin 
berücksichtigten System mm, n giebt es noch ein anderes. welches ebenfalls 
eine merkwürdige Eigenschaft hat; nämlich dasjenige. welches bewirkt. dafs 


der reelle Theil und der Coefhieient von o links beide ihrem absoluten W erthe 


nach ! werden; für dieses System »n, n wird offenbar die Norm des Quo- 
iienten links in (4.) —— 3. also kommt 
(6.)  N(Log(ky)—oLog/(kı)) 2g, 


Es giebt also immer Darstellungen in jeder Gruppe, für welche dieser letzte- 
ven Bedingung (6.) genügt wird, obgleich sich nicht behaupten läfst. daf: 
es nur eine solche Darstellung giebt: diesen Vorzug besitzen nur die Bedin- 
sungen (D.),. während es in Hinsicht auf (6.) je nach der Natur der Gruppe 
eine, zwei, oder drei, aber nie mehr. ihr genügende Darstellungen seben 
kann. Dieser Umstand hängt mit einer Eigenschaft einer Ellipse zusammen. deren 
(leichune zwischen rechtwinkligen Coordinaten @’--zy- v’==} ist, nemlich. dafs 
sie, auf ein G@ö/ler, wie es in der Abhandlung „.Geometrischer Beweis u. s. w.” 
definirt wurde. in verschiedenen Lagen und Verschiebungen eezeichnet. balı 
einen, bald zwei, bald drei Gitterpuncte, aber nie mehr, in ihre Fläche auf- 
nehmen kann. Es wäre interessant. im Allvemeinen die Wahrscheinlichkeit 
anzugeben. welche jeder dieser drei Fälle hat. 


- 


Aufgabe. „Es ist eine posilive ganze Zahl M und eine associirie 


Form F' gegeben: man soll entscheiden. ob M durch F' darstellbar sei. oder 
" dei 
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nicht; und man soll im ersten dieser beiden Fälle alle Darstellungen angeben, 
deren M durch diese Form fähig ist.” 

Nach dem Lehrsatze 7. kommt die Aufgabe offenbar darauf hinaus, zu 
untersuchen, ob es ganze Werthe ohne gemeinschaftlichen Theiler der Varia- 
beln der Form giebt. für welche die Bedingung 

(T.) gywy —= «M 

und zugleich die Bedingungen (5) erfüllt werden: exisliren gar keine solchen 
\Verthe. so giebt es auch keine Darstellungen von M durch F'; im entgegen- 
veseizten Falle liefert jedes diesen Bedingungen genügende System von Wer- 
Ihen der Variabeln, statt «, ?, y in die Formel (2.) gesetzt, eine Gruppe 
von Darstellungen; alle diese Gruppen werden verschieden sein, und es kann 
keine Gruppen geben, die nicht auf diese Art gefunden würden. Alles komm! 
also darauf an, den Bedingungen (5.) und (7.) gleichzeitig zu genügen. 

Die Ungleichheiten (5.) geben 

N(Log(kp)—oLog(kw)) < 20. 
Da diese Bedingung sich auch auf die beiden folgenden Arten schreiben läfst : 


3Log(kyy‘ < 80, 


\ » * \ | ® » - 4 
'Log(ky)— Log (kw)) 
Lo 


so hat man um so mehr noch 


2 
"—-3Log(kw)’ < 80, 


ya 
_ 
e) 


k G ) - Log (k W 


I 


j 
t > 


Loge (kp) <%o. Log(kw)’ < 30, 
folelich 
50) <Logky)<yiaN: — yY($0) <Log(ky, <y(309). 


Durch diese letzteren Bedingungen sind ganz bestimmte untere und obere Gren- 


zen für die absoluten Werthe (d. h. ohne Rücksicht auf das Vorzeichen) von 


D. Y l = 
o und ı» gegeben, also auch für den absoluten Werth von - u aber aus (7.) 


w a? M "2 f 
folgt z - mithin liegt auch + % zwischen einer ganz bestimmten un- 
i VW , 


tern und obern Grenze. Diese Grenzen seien für den absoluten Werth von 


y der Kürze weren durch A, 4‘, für den von w durch «, «‘, für den von y 


durch v, v‘ bezeichnet, wo dann A, #/, u, w, v, v‘ vollkommen bestimmte 
positive Constanten und zwar Exponentialfunctionen von 0 sein werden. Da 
nun gwz a’ M, also immer positiv ist, so lassen sich für p, w, z nur 


foleende Zeichencombinationen denken: 


1} 


du ' FE — — | u PERS — lien 
“ T - “ a - “ “ ” “ “ “ 


Also sind foleende vier Systeme von Ungleichheiten zu berücksichtigen: 
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u ı- E% den _W<_ _—— u u ——__ Us u’ — iu - Ww- U 
Y a A a — v<—_ Nr — Yv'. Er: - V | Br x v' 





und da alle vier dieselbe Behandlung zulassen, so betrachten wir nur das erste 
Da , w, z offenbar lineare homogene Functionen der Variabeln von der Form F 
mit reellen Coefficienten sind, so kommt jetzt Alles darauf an. eine Reeel an- 


zugeben, nach welcher sich aus einem System von Ungleichheiten von der Form 


h ZZ aU+-av-- a Ww - K 


J 
/ Ei I a “re / 
(2. ) a > U -ı- [F e j? w <_ U 


v <yu-ryv-y'w<_v 


alle ganzen Werthe für @, v, ww finden lassen, welche demselben genügen : 


oe, ce, e', $ u.s. w. sind gegebene reelle Werthe. Man sieht zunächst. dal; 


die Anzahl dieser ganzen Systeme w, v, w immer endlich sein wird: denn 


betrachtet man das P 


roblem als ein seomelrisches. so sieht man. dafs alle 
Puncte u, v, w (auf rechtwinklige Coordinalen bezogen ), für welche diese 
drei Bedingungen erfüllt sind, innerhalb eines Parallelepipeduims liegen. dessen 


parallele Seiten- Ebenen durch die Gleichungen 


au-av-a'w „ und \p 
pu [9 Bi - uw =— U und - a; 
yu-yo-y'w—=r ud =v‘ 


resp. gegeben sind; so dafs also weiter nichts verlangt wird, als alle innerhalb 
dieses Parallelepipedums liegenden Würfelpuncte (vergl. $. 4. IV.) zu finden 
Man könnte hierauf eine Lösung gründen, indem man nach geomelrischen Prin- 
cipien die am weitesten hinausliegenden Punecte des Parallelepipedums nach 
oben und nach unten, nach vorn und nach hinten, nach rechts und nach links 
suchte, und daraus Grenzen für w, v, w selbst erhielte; aber wir wollen das 
Problem rein analytisch behandeln. Man eliminire aus den obigen Ungleich- 
heiten, ganz auf dieselbe Weise wie bei einem linearen System von Gleichungen. 
vermittels der bekannten Methode der Multiplicatoren nach und nach je zwei 
von den drei Variabeln, wobei man nur die Vorsicht zu beobachten hat, daf- 
man, wenn ein Multiplicalor negativ ist, alle Zeichen < in => verwandele. 
oder, was für die praclische Ausführung am bequemsten ist, dals man in diesem 
Falle die drei Glieder, aus denen die Ungleichheit zusammengesetzt ist, in 
umgekehrter Ordnung schreibe, so dafs man z. B., wenn man v® und ww elimi- 


niren will, und der Multiplieator 97 — Py’ negativ ist, als erste Zeile 


ne | | nt) y' 4 Fa 7 A 


/ ee | DEN = { De pP f 
PY PP Y)% PyY—pPy)eu-relce <(P7 PyY)h 


47 * 














‘ 
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zu schreiben hat. Beobachtet man dieses Verfahren, indem man jede der drei 


Ungleichheiten mit geeigneten Multiplieatoren multiplieirt, und addirt dann jedes- 





mal die Resultate. so wird man zu drei Uneleichheiten von der Form 
Fi l, na Du” SPEER Ana" Br M 


. 


























oeführt. welehe eine nothwendiee Folge der obieen sind: so dafs nun die 
vanzen Werthe von ®, v, w in vollkommen bestimmte Grenzen eineeschlossen 
sind. Man beachte. dafs diese Methode ebenso auf lineare Ungleichheiten mit 
heliebie vielen Variabeln aneewandt werden kann. und dafs auch hier. wie bei 
den Gleichuneen. die hinreichende Bedinsunge der Möglichkeit der Lösune darin 
besteht. dafs die Determinante des Systems einen von Null verschiedenen Werth 
haben mufs: diese Bedingung wird bei unsern vier obigen Systemen erfüllt, weil 
ihre Determinante, wie schon öfter bemerkt, —= —Ypa‘ ist. 

Von den auf diese Weise aus den vier obigen Systemen gefundenen 
vanzen Werthen für ®, v®, = müssen zuerst diejenigen ausgeschlossen wer- 
den. welche einen seemeinschaftlichen Theiler haben: alle übrieen müssen 
in die beiden Bedingungen (9.) und (7.) eingesetzt werden; alle diejenigen 
on ihnen. welche diesen beiden Bedineungen zueleich genügen. veben ebenso 
viele Lösuneen der Aufeabe: alle übrieen sind zu verwerfen. — Wir kommen 
jelzt zu der Aequivalenz der Formen. 

\ufeabe. .Es sind zwei associirle Formen F' und @ eeeeben: man 
soll entscheiden, ob dieselben aequivalent sind, oder nicht, und im ersten Falle 
alle Transformalionen von F' in @ suchen.’ 

Ks sei a der erste Coöffieient von F'; man verwandle nach Anleituns 
von 8.6. F' in eine redueirle Form mit dem ersten Coöfficienten a; diese 
sei A. Je nachdem nun @ und £% aequivalent sind, oder nicht. werden auch 
F" und @ aequivalent sein. oder nicht. Damit aber @ und AR aequivalent seien, 


eine Darstellunoe von a4 


N 


ist nach $. 6. erforderlich und hinreichend. dafs e 
durch @ gebe, deren Gruppe zu der redueirten Form #& gehört. Man suche 
folglich nach der vorigen Aufgabe alle Gruppen von Darstellungen der Zahl « 
dureh die Form @, oder vielmehr aus jeder Gruppe eine dieser Darstellungen: 
zu jeder der so gefundenen Darstellungen «, 5, y, deren Anzahl olfenbar end- 


/ MT; 


iich ist, bestimme man nach $.6. sechs ganze Zahlen «e‘, 5°, 


a4 a'' u a,d! 
ii.» 3» | »y s 


von der Art, dafs die Determinante des Systems 


[% u Äh 
5% ir y ä 
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der Einheit eleich wird. und dafs @ durch die eben geschriebene Substitulion 
in eine redueirte Form mit dem ersten Co6ölliecienten @ übergeht. Diese Ope- 


ration, der Reihe nach auf alle gefundenen Darstellungen angewandt, liefen! 





offenbar nach $. 6. alle zu @ gehörigen und der Form & aequivalenten redu- 
eirten Formen. Wir haben also nur noch zu untersuchen. ob sich unter die- 
sen redueirten Formen eine befindet. welche mit R identisch ist. Ist dies der 
Fall. so liefert die hiernach bereits bekannte Substilntion S von @ in R, in 
Verbindung mit der ebenfalls bekannten 7 von Fin R, eine Substitution von 
F' in @, nämlich die Substitution TxX z, aus welcher sich vermöge der For- 
meln des $. 8. alle übrigen berechnen lassen. Im entgegengeselzien Falle. 
d.h. wenn keine der zuletzt erwähnten redueirten Formen mit R identisch ist. 
können auch F' und @ nicht aequivalent sein. 

Man sieht. dals die Beantwortung aller eben behandelten Fragen von der 
Kenntnifs einer Fundamental- Auflösung der Gleichung ? = 1. d. h. der Gleichune 
5.) wW- ppy’—-ppz’—>puyz y 

y=v--wo. 3 e-- wo. 

abhängt. Es wird daher gut sein. eine. weniestens theorelisch ausführbare. 
wenn auch nicht in praclischer Hinsicht zweckmälsige Operation anzugeben. 
durch welche man eine Fundamental- Auflösung dieser Gleichung finden kann. 

Es sei @, vo, w irgend eine Lösung der Gleichung (S.). welche man 
auf einem beliebigen Wege, z. B. durch die Prineipien der Kreistheilung. 
nach $. 4. Il. suchen kann. deren Auffindung also immer mößlich ist: es seien 
A4,. B,. €, die dieser speciellen Auflösung entsprechenden Werthe der drei 
correspondirenden Linearlacloren von ?, und es werde der hiernach vollkom- 


men bekannte Ausdruck 


N (Loge A,— oLoe B,). I 
vesetzl. Um nun eine Fundamental- Auflösung zu finden. haben wir zufolee der 
Definition derselben nichts anders zu Ihun. als diejenigen ganzen Werthe von 
u,v, w zu suchen, für welche erstlich die Norm des Reeulators r, also 
(9) N (Log 4—oLoeB) T 
wird: welche Werthe zweitens der Gleichung (8.) genügen. so dals also 
(10.) ABU | 


ist. und für welche aufserdem drittens die Norm des Reeulators ein Minzmum wird. 


Eine nothwendige Folge der Bedingung (9.) ist (Log A)’< 41, (LogeB) -_%:, 
folglich 
\ar)<Lbogd<yärn, —-yan<LlogB<yir 
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Dadurch ergeben sich. wenn man von den Logarithmen zu A und B selbst 


übergeht, eanz bestimmte positive obere und untere Grenzen für die absoluten 


Werthe von A und B; also wegen Ü: a ergeben sich auch ganz be- 
slimmte unlere und obere Grenzen für den absoluten Werth von Ü. Diese 
Grenzen sind für A und B dieselben, nämlich eva, er) und er'va: 
für €, wo e für einen Augenblick die Basis der natürlichen Logarithmen 
bezeichnet. Man erhält hieraus für A, B, C selbst vier Systeme von Un- 
sleichheiten, die alle von der Form derer in (42.) sind und folglich nach der 
obigen Regel aufgelöset werden können. Hieraus ergeben sich Grenzen für , 
e, ww, und alle zwischen ihnen enthaltenen ganzen Werthe dieser Variabeln 
müssen nach und nach in (S.) gesetzt werden. Nachdem man alle diejenigen. 
für welche letztere Gleichung nicht erfüllt wird, verworfen hat, bilde man die 
Normen der Reenlaloren für alle übrigen; die Alernste unter diesen Normen 


wird o sein. und die ihr entsprechenden Lösungen sind die Fundamental- 


\uflösuneen. 


(Der Schlufs folgt.) 
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2>. 
Elementare Lösung einer Aufgabe über das ebene 
und sphärische Dreieck. 
(Von Herrn J. Steiner, Professor an der Universität zu Berlin. ) 


Kine elementare Aufgabe über das geradlinige Dreieck. die mir im Jahr 1810 
von Herrn Prof. Lehmus mit dem Wunsche zukam: „eine rein geometrische 
lösung derselben zu finden” und die ich später gelegentlich Andern als 
Übungsbeispiel miltheilte, ist in neuester Zeit in verschiedenen Druckschriften 
öffentlich zur Sprache gebracht und gelöset worden. Irrthümlicherweise wurde 
aber die Aufgabe theils mir zugeschrieben. theils nicht so elementar velöset. 
als der Urheber derselben und ich es verlangten; auch wurde der Gegenstand 
mit solchen Bemerkungen begleitet, welche meine einfache Absicht. die ich bei 
sesprächsweiser Mittheilung der Aufgabe hatte, weit übertreffen. Dies ver- 
anlalst mich — um Mifsverständnisse zu verhindern — meine eivene Lösung 
der Aufgabe, welche ich damals gefunden und Herrn Lehmus sogleich mit- 
Iheilte. hier nachträglich zu veröffentlichen; zumal da ein grofser Kenner der 
(seomelrie. Herr Sturm, der von seinen Zuhörern und Andern verschiedene 
Lösungen besafs, die meinige für die elementarste hielt. Bei dieser Geleren- 
heit werde ich zugleich auf die Gründe aufmerksam machen, warum die Auf- 
sabe für die Rechnung umständlicher ausfällt, als man auf den ersten Blick 
vermulhet; so wie auch die Aufgabe etwas allgemeiner fassen. und zuletzt auch 


die analoge sphärische Aufgabe behandeln. 


Aufgabe ll. 
„Wenn in einem geradlinigen Dreieck die zwei Geraden, welche 
dessen Winkel un der Grundlinie hälften und die bis an die Gegenseiten 
verlängert genommen werden, gleich lang sind, so ıst die Fruge, ob dann 


das Dreieck gleichschenklig ser?” 
Wenn also z. B. in dem Dreiecke ACB (Fig. 1. Taf. III.) Winkel «== «,. 
Winkel #=/, und die Gerade AD=: BE oder a=b, so ist die Frage. ob 


AU==BC oder, was auf dasselbe hinausläuft. ob «== / sei? 
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Wollte man annehmen, die Winkel « und 5 können ungleich sein. etwa 
eo 7 (also auch «, ,). so zeiot sich die Unmöglichkeit leicht wie folet. 


\ermöre der Dreiecke ADB und BEA, die nach Voraussetzung zwei 
Paar gleiche Seiten und dazwischen die ungleichen Winkel « und / ha- 
ben, folet. dafs BD>AE oder de und Winkel ABB T- BEA (weil 
0-7. pP, Pe). Diese Dreiecke denke man sich für einen Augen- 
blick (zur bequemeren Übersicht) in solche Lage gebracht (Fie. 2.). wo sie 
«uf enleeveneesetzten Seiten über derselben Grundlinie «© 4B stehen und 
wo die Seiten den durch dieselben Buchstaben bezeichneten in Fig. 1. gleich 
sind. Da nach der Annahme a==b (d.i. AD=DBE Fig. 1.), so ist. wenn 
man die Gerade DE ziehi,. Winkel a== m, und daher, da Winkel > E 
(d.i. Winkel ADB — BEA Fig. 1.), auch Winkel & >y; woraus folgt. 
dals e d sein muls; was dem Vorigen, d>> e, widerspricht: demnach kön- 
nen @ und ‚3 nicht ungleich, und folglich muls das vorgelegte Dreieck ACB 
oleiehschenklig sein. 

Dieses ist meine oben erwähnte erste Lösung der Aufgabe. Die Schwie- 
riokeil. welche die Aufgabe bei anderer Behandlung darbietet, mag ihren Grund 
darin haben, dafs die eine Voraussetzung nicht so absolut bestimmt ist, wie 


man auf den ersten Blick leicht glauben möchte. Denn wenn gesagt wird: 


„die Winkel an der Grundlinie werden gehälftet,’ so ist dies sowohl auf 
die zuneren als auf die äu/seren Winkel an der Grundlinie anzuwenden: was 
dann im Wesentlichen drei verschiedene Fälle giebt, indem nämlich. wenn man 
die bis an die Gegenseilen verlängerten Strahlen, welche die innern Winkel 
hälften durch « und d, und diejenigen. welche die äufseren Winkel hälften. 


durch a, und 5, bezeichnet, entweder 


I. a — b, oder 

2. d, b,. oder 

> \d = b, . oder 
a, b 


angenommen werden kann. Im ersten Falle (1.) ist nun. zufolee des obieen 
Beweises. das Dreieck allemal gleichschenklig. Beim zweiten Falle (2.) kommt 
es noch aul eine nähere Unterscheidung an, ob nämlich ©) beide Strahlen «a,. db, 
die verlängerten Gegenseilen jenseils der Spitze C, oder beide dieselben unter- 
halb der Grundlinie 42 treifen, oder ob 9) der eine die Gegenseite jenseits 


der Spitze und der andere sie unterhalb der Grundlinie trifft. Unter der Bedin- 


oung («.) ist das Dreieck gleichschenklig; dagegen unter (/3.) nicht. Im drit- 
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ten Falle (3.) endlich ist das Dreieck im Allgemeinen nicht gleichschenklie. 
(nur scheint die Möglichkeit vorhanden zu sein, dafs es in ganz besonderen 
Falle gleichschenklig sein kann, wobei es dans aber ein der Fo. nach ganz 


bestimmtes Dreieck ist, d. h. bestimmte Winkeı hat). 


Da nun die Aufgabe alle diese Fälle für ie une stillsehweivend 
zugleich umfalst, so begreift man, wie diese, wei ‘ nicht oeschickt anee- 


oriffen wird, auf höhere Gleichungen führen mufs 

Für den genannten Fall («). mit der Bedingung, dafs beide Strahlen 
d,, db, die Gegenseiten jenseits der Spilze Ü treifen, ist der Beweis dem obi- 
gen fast gleich. 

Nämlich wollte man annehmen es sei &, >> pP, (Fie. 3.). so wäre 
p- P>g-+re, und daher AE > BD (als Seiten der Dreiecke AEB und 
BD. 4) und y>>x (als Winkel der Dreiecke BCE und ACD, deren Winkel 
bei € gleich und wo € >). Bringt man das Dreieck AKB in die Lage 
von BE,4A, wobei also BE,k,=AE, =4, yı=y, ,=b,=a. elec. 
und zieht die Gerade DE,, so ist n—m und y >, also m vo n- «, 
folglich BD BE, oder BD - AE; was dem Vorigen. AED BD, wider- 
spricht; woraus man schliefst, dafs «, = P, und somit das Dreieck AUB oleich- 
schenklig sein mufs *). 

Wenn dagegen beide Strahlen a,. 5, den Gegenseilen unterhalb der 
Grundlinie begeenen, wie in Fig.4.. so scheint der Beweis nicht auf analoge 
Weise Statt zu finden. Ich habe dafür den folgenden, minder einfachen 
aufgestellt. 

Sollten « und 5 ungleich sein können, etwa « >, so wäre BF - AF 
und daher #D> FE. Man nehme FG —= FA und FH FE, so is! 
GB — HD Fit nach der Voraussetzung AD == BE oder a,=-b,). Ferner 
sind die Dreiecke HFG und EFA congruent. daher @,==«a, == «, mithin 
,>P, und folglich mufs die Gerade @H der Seite ÜB jenseit D, etwa 
in K begegnen, und zwar unter einem Winkel 7, welcher, wie leicht zu 
sehen. — 2e ist. Nun ist. vermöge des Dreiecks DAC, Winkel , —=Ü-+-D, 
daher «> D (da e=c«,), und mithin BD > BA. Nimmt man BL— BA, 





*) Man könnte übrigens auch wie folgt schlielsen. Wäre @, > P,, so wäre auch, 
wie oben, y> .r und y>q, und daher AC> BC; dagegen müfste. da die Dreiecke 
ACD und B( 'E, vermöge ihrer gleichen Winkel bei C und ihrer gleichen Seiten AD= BC, 


gleichen Kreisen eingeschrieben "sind, und da y > .r ist, auch BC> AC sein: was sich 
widerspricht: daher mus @«, =, und demzufolge AC= BÜ sein. Da dieser Beweis 


sich auf den Kreis stützt, so ist er nicht so elementar, wie der obige. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 4. IS 











378 25. Steiner, von ebenen und sphärischen Dreiecken. 


so sind die Dreiecke BAG und BL@G congruent, also ist 8 — e. Aber als 
äufserer Winkel des Dreiecks @LK ist &, >>y, also auch e>y; was dem 
Vorigen, 7 2e, widerspricht: folglich können « und ? nicht ungleich, d.h. 
das Dreieck ACB muls gleichschenklig sein *). 

Die obige Aufgabe (1.) kann übrigens auch etwas allgemeiner gestellt 
und doch eben so leicht gelöset werden, nämlich wie folgt. 


Aufgabe Il. 

„Wenn die Winkel an der Grundlinie eines Dreiecks in gleichem 
Verhältnifs getheilt werden, so dafs e:«,—=f:P,, und wenn die bis an 
die Gegenseiten verlängerten Theilungslinien AD und BE gleich lang 
sind, so ist die Frage, ob dann das Dreieck gleichschenklig sei?” 

Für die Fälle von (Fig. 1.) und (Fig. 3.) läfst sich auf ähnliche Weise, 
wie oben, zeigen, dafs das Dreieck auch unter den gegenwärtigen Bedingun- 
ven gleichschenklig sein mufs. 

In Rücksicht des sphärischen Dreiecks lassen sich die beiden ent- 
sprechenden Aufgaben zum Theil auf fast gleiche Art elementar behandeln. 


Aufgabe III. 

„Wenn die beiden Hauptkreisbogen, welche die Winkel an der 
Grundlinie in einem sphärischen Dreieck hälften, von den Winkeln bis 
an die Gegenseiten genommen, gleich lang sind, so ist die Frage, ob dann 
das Dreieck gleichschenklig sei?” 

Es sei im Dreieck ACB (Fig. 5.) Winkel e—=«,, ?=P, und der 
Hauptkreisbogen AD= BE. Sollten « und 5 ungleich sein können. etwa 
«>, so wäre BF> AF, und daher FD > FE. Man nehme FH— FA 
und #G== FE, so sind die Dreiecke AFE und HFG symmetrisch gleich, 
also Winkel &, = x und u ==c«,. Da das Dreieck BF'D offenbar gröfseren 
Inhalt hat als das Dreieck HFG, so mufs auch seine Winkelsumme gröfser 
sein. als die des letztern; den Winkel bei # haben sie gemein, und von den 


übrigen ist , >P, (weil ,=«>>P,), daher mufs Winkel „> x, und 
somit auch » > x sein. Da ferner die Dreiecke BAD und ABE zwei Paar 


eleiche Seiten und dazwischen die ungleichen Winkel « > $ haben, so ist 
Seite d>e (d. i. BD AE). Man denke sich nun das Dreieck ABE 


in der Lage von BAE,. wo nämlich Winkel 8,=xr, y=a-a,, Seite 


*) Auf fast ähnliche Art läfst sich auch der obige Fall (1.) beweisen. 
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PAIR 


e, —e (BE,= AH), etc. ist, so wird man — falls der Winkel DBE, 


y+-P+-PA,<n, d.h. falls die Summe der Winkel an der Grundlinie AA 
im gegebenen Dreieck AUB kleiner als zwei Rechte ist — durch Hülfe des 
Hauptkreisbogens DE,. auf ganz gleiche Weise wie oben bei Fig. 2., auf 


den Widerspruch geführt. dafs e, —>d, also e —d sein mülste; woraus sodann 
auf die Gleichheit von « und >. und daraus auf die Gleichheit von AU und 
BC seschlossen wird. 

Für die andere, allgemeinere Aufgabe. wo die Winkel an der Grund- 
linie. statt gehälftet. in irgend einem gleichen Verhältnifs „etheilt werden. 
folgt auf gleiche Weise, dafs das Dreieck gleichschenklig sein muls. falls die 
Summe der beiden Winkel an der Grundlinie kleiner als zwei Rechte is! 

Wenn dagegen die Summe der Winkel an der Grundlinie gröfser als 
zwei Rechte ist, so wird der Beweis für beide Aufgaben unbrauchbar. Ich 


hegnüge mich mit dieser Andeulung und überlasse es den Liebhabern. die voll- 


ständige. aber möglichst elementare Lösune aufzufinden 
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26. 
Von den vielfachen Puneten einer krummen Fläche. 
(Von dem Herrn Prof. Umpfenbach in Giefsen. ) 


l. 
D:: Gleichung einer krummen Fläche sea Fa, y, )=0; . ‚9, 3 seien die Coordinaten 
irgend eines Punctes A; x, y/, 2‘ die Ge emes Ger ai Punctes 4 dersel- 
so ist auch Fax‘, y, 2'))=V. 
\lan nehme A zum neuen Ursprung an; die Coordinaten von A’ in Beziehung 
denselben seien f, u, v, so Ist, m der V oraussetzune, dals die neuen Axen den vori- 


ven parallel sınd, X =ıHtt, Y=y-tu !=z+v; esıst also Fir+t, y+u,3+V)=0. 

\lan entwickele das erste Glied dieser Gleichung nach dem Taylorschen Lehrsatze und 

| 5 as ME. 4 cF oF 

bemerke, daß F(x,y,2)=0. Es sa ——=P, —=0, —=R Man nehme t, « 
‘ OX 0, Y 0% 


und » verschwindend klein an, so ergiebt sich Pt-+ Ou+Rve=V. Dies ist die Glei- 

ehune einer Ebene, welche unendlich nahe bei dem neue nUÜ ısprunge mit der krummen 

liche zusammmenfällt, d.h. es ist die Gleichung der berührenden Ebene an dieser Stelle 
) 

\Wenn nun die ursprünglichen Coordinaten von A so beschaffen sind, dafs sich 

durch deren Substitution P, O und n in Null verwi Bun so verschwinden in der 


Intwicklung die Theilsätze, welche in Beziehung auf « und v von der ersten Di- 
ımension sind, und es bleiben, wieder ee der Vor: u dafs A’ unendlich nahe 
A liest, nur die Theilsätze stehen, welche in Beziehung auf t, z und » von dei 
| | op cP 00 00 oeP o©R 
ten Dimension sind. Setztmannun — =p, — = —=l, — =, = —=m, 
OX Oo Or Ö Y O2 OX 
ı) cR oR | 2 FR 
= —n, — —=r, so erhält man für sämmtliche Punete der krummen Fläche, 
Z 0 0% 
elche unendlich nahe bei A liegen, die Gleichung: 
(a) pr tg? +re? 42 ltu+2mto+2nur =; 


ın Beziehung auf welche die vier foleenden Fälle zu unterscheiden sind. 

I} Wenn sich das erste Glied der Gleichung in das Produet zweier ungleichen ra- 
tionalen Factoren vom ersten Grade in Bezug auf f, « und » auflösen lälst, so 
kann jeder dieser Factoren für sich =O gesetzt werden; durch A gehen also dann 
zwei Aste der krummen Fläche, deren Pr seine besondre berührende Ebene hat 

2) Wenn die beiden Factoren gleich sind, so fallen die beiden berührenden Ebenen 

in eine einziee zusammen. 

3) Stellt die Gleichung («@.) ein imagmäres Verhalten zwischen t, « und v auf, so 
ist der Punet A eın ıs ni conjugirter Punct der krummen Fläche. 

I} Wenn keiner der drei Fälle Statt findet, so ist die Gleichung die einer krummen 
Fläche von der zweiten Ordnung, welche beı A mit der ursprünglichen krum- 
men Fläche überemstimmt. 

Um also zu sehen, ob einer der Umstände in einem Puncte einer krummen 
lüche, deren Gleichung sereben ıst, eintrete, setze man TE ee == (), 
ap nr or oy 


—R=(. Ergeben sich hieraus Werthe, welche der Gleichung der krummen Fläche 


( 


- 


ein Genüge leisten, so substitwre man dieselben in die Gleichung (@.), und sehe dann, 


welcher der so eben bemerkten 4 Fälle eintritt. 
\Wenn jedoch durch die Substitution die Co@flicienten auch in dieser Gleichung 


Null werden. so bleibt in der Entwicklung die Summe der Theilsätze bestehen. welche 


Beziehung auf f, « und » von der dritten Dimension sind, und die Untersuchune 
wird auf die nämliche Weise fortgesetzt 
Is wird hierbei vorausgesetzt, dafs in der Gleichung Fa, y, 9=V die Nenne: 
weeeeschallt sind 
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